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Chapitre 1
Introduction
L’e´tude de l’interaction matie`re rayonnement et de la propagation d’ondes dans des
milieux de´sordonne´s est un sujet pre´sentant a` la fois de nombreux aspects complexes et
forts inte´ressants pour les phe´nome`nes physiques qu’ils impliquent. La prise en compte du
caracte`re cohe´rent de l’onde se propageant dans un milieu ou` les diﬀuseurs sont place´s de
manie`res ale´atoires peut pre´senter des comportements tre`s riches tels que la re´trodiﬀusion
cohe´rente (CBS) [1, 2][3], la localisation d’Anderson [4][5] ou encore l’augmentation de
l’e´mission cohe´rente lie´e a` la synchronisation entre les diﬀuseurs par le biais de l’onde
qu’ils e´mettent [6][7].
A l’exception de ce dernier, les phe´nome`nes de localisation faible (CBS) et forte (Lo-
calisation d’Anderson) sont commune´ment vus comme des processus cohe´rents survivants
dans le re´gime de diﬀusion multiple. En eﬀet lorsqu’une onde se propageant dans un milieu
de´sordonne´ subit un grand nombre d’e´ve`nements de diﬀusions, par des diﬀuseurs place´s
ale´atoirement dans l’espace, on peut s’attendre a` une perte de cohe´rence dans sa phase
aboutissant a` une minimisation des eﬀets d’interfe´rences entre les diﬀe´rents diagrammes
de diﬀusions. Dans ce cas, des mode`les ne tenant pas compte des eﬀets d’interfe´rences type
Equation de Transfert Radiative (RTE) peuvent eˆtre utilise´s [8][9] aﬁn de de´crire le re´gime
de diﬀusion multiple et ce dans beaucoup de domaines de la Physique [10]. Cependant il
a e´te´ montre´ que certains eﬀets cohe´rents e´taient susceptibles d’amener des corrections
non ne´gligeables aux comportements pre´dits par les e´quations de transfert radiatives telle
que la suppression des ﬂuctuations universelles de la conductance [11] ou encore les eﬀets
de localisation faible et forte.
La situation que nous conside´rons s’inte´resse a` la propagation d’une onde lumineuse
dans une vapeur atomique et plus pre´cise´ment un nuage d’atomes froids. L’e´tude de la
relaxation cohe´rente de la lumie`re par un ensemble d’atomes, assimile´s dans ce cas a` des
syste`mes a` deux niveaux, a suscite´ un grand inte´reˆt [12, 13, 14] depuis le travail fonda-
teur de Dicke notamment dans le but d’observer expe´rimentalement une augmentation
du taux d’e´mission cohe´rente (superradiance) ou` une diminution de ce taux d’e´mission
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(sousradiance). Dans une expe´rience dite de ﬂuorescence classique, les atomes rayonnent
la lumie`re de manie`re isotrope et la constante de temps de relaxation caracte´ristique du
syste`me est proportionnel a` 1/Γ0 ou` Γ0 est le taux de relaxation pour un atome inde´pen-
dant. Lorsque ces atomes ne rayonnement plus de manie`re inde´pendante, le phe´nome`ne
originalement pre´dit est connu sous le nom de superfluorescence. Dans ce cas, N atomes,
initialement dans leur e´tat excite´, se de´sexcitent de plus en plus eﬃcacement jusqu’a`
e´mettre l’excitation de manie`re plus intense avec un taux d’e´mission Γc ∝ NΓ0 et dans
des directions de l’espace privile´gie´es (souvent relie´es a` la ge´ome´trie du syste`me).
Cette situation, bien que similaire en certains points aux phe´nome`nes que nous allons
e´tudier dans ce manuscrit, diﬀe`re principalement de notre mode`le dans le sens ou` nous
ne nous inte´ressons qu’au dernier e´tage de la cascade radiative de´crite pre´ce´demment en
ne conside´rant qu’une excitation (un photon ou un atome excite´) au maximum dans le
syste`me. Dans notre cas ce sont les interactions mutuelles entre atomes, assimile´s a` des
dipoˆles ponctuels, via le champ e´lectromagne´tique qu’ils e´mettent qui vont eˆtre a` l’origine
des eﬀets cohe´rents qui pourront aboutir a` une augmentation du taux d’e´mission collectif
(superradiance) ou au pie´geage de l’excitation dans le syste`me (sousradiance). D’ordinaire
ces eﬀets (que ce soit pour une seule ou plusieurs excitations) sont e´tudie´s the´oriquement
pour des syste`mes dont la taille est petite devant la longueur d’onde associe´e a` la transition
atomique L < λ et dans le cas d’une seule excitation, il a e´te´ trouve´ que le taux d’e´mission
collectif superradiant, auquel on associe l’e´tat syme´trique :
|s〉 = 1√
N
∑
i
|g1, ..., ei, ..., gN〉, (1.1)
e´tait proportionnel au nombre d’atomes Γc ∝ NΓ0 contenus dans le syste`me[15, 6],|g1, ..., ei, ..., gN〉
e´tant l’e´tat associe´ au i-e`me atome dans son e´tats excite´ et les N − 1 autres atomes dans
leur e´tat fondamental. Cependant ce type de syste`me dont la taille est tre`s petite n’est pas
facilement re´alisable d’un point de vue expe´rimental c’est pourquoi certains travaux se
sont penche´s sur l’e´tude de ces phe´nome`nes dans des milieux dont la taille est supe´rieure
a` la longueur d’onde [16]. Dans cette limite, la distance relative entre deux atomes (non
ne´gligeable devant la longueur d’onde) induit un de´phasage et il a e´te´ trouve´ une ge´ne´-
ralisation, l’e´tat Timed Dicke, a` l’e´tat syme´trique pre´sente´ a` l’e´quation (1.1) telle que :
|TD〉 = 1√
N
∑
i
eik0.ri |g1, ..., ei, ..., gN〉. (1.2)
Il a e´galement e´te´ obtenu que le taux d’e´mission collectif ne de´pendait plus uniquement du
nombre d’atomes N mais du rapport entre ce dernier et le nombre de modes transverses
(k0L)
2 contenus dans le syste`me. Ce rapport pre´sente un certain inte´reˆt dans le sens ou`
il repre´sente une quantite´ connue des expe´rimentateurs qui est l’e´paisseur optique b0 a`
re´sonance :
b0 ∝ N
(k0L)2
. (1.3)
En plus de ces eﬀets coope´ratifs, il faut garder a` l’esprit que le milieu que nous consi-
de´rons, une vapeur atomique, est un milieu totalement de´sordonne´. Bien que le mode`le
que nous conside´rons soit singulie`rement diﬀe´rent du mode`le original utilise´ par Anderson
aﬁn d’e´tudier la localisation d’e´lectrons dans un cristal de´sordonne´, on peut s’attendre
a` ce que des eﬀets cohe´rents d’interfe´rences destructives soient pre´sents dans les phe´no-
me`nes physiques que nous conside´rons, aboutissant a` une localisation spatiale de l’onde
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e´lectromagne´tique semblable a` la localisation d’Anderson pour les fonctions d’ondes e´lec-
troniques. En eﬀet l’observation de la localisation d’Anderson de la lumie`re reste encore
un de´ﬁs expe´rimental et malgre´ certaines tentatives [17, 5, 18, 19] dont les re´sultats sont
encore controverse´s, les exposants critiques associe´s a` la transition me´tal isolant [20], pre´-
vue au de´part pour ce type de transition, ne sont pas en accord total avec ceux obtenus
expe´rimentalement. Il faut garder a` l’esprit que dans le cadre d’un couplage entre les
diﬀuseurs via le champ e´lectromagne´tique dans l’approximation dipolaire e´lectrique, la
probabilite´ qu’a` le photon de faire un saut entre deux diﬀuseurs, qui ne sont pas plus
proches voisins, devient non ne´gligeable ce qui n’est aucunement de´crit dans la the´orie
originale sur la Localisation d’Anderson, base´e sur le mode`le de l’e´lectron fortement lie´ et
qui ne tient compte que des interaction entre plus proches voisins. D’une manie`re gros-
sie`re, on peut relier le taux de de´sordre W du syste`me a` sa densite´ spatiale de diﬀuseurs
ρλ3 avec ρ = N/(k0L)
3 tel que :
W ∝ N
(k0L)3
. (1.4)
Si l’on s’en re´fe`re a` la the´orie d’Anderson, on peut donc s’attendre a` ce qu’au dessus
d’une certaine densite´ critique, il nous soit possible d’observer des modes localise´s au sens
d’Anderson.
Nous avons donc pre´sente´ les deux phe´nome`nes physiques qui seront a` la base de nos
e´tudes nume´riques et expe´rimentales dans le corps de ce manuscrit. Les questions qui
peuvent se poser e´tant dans quelles mesures les interactions longues porte´es entre les dif-
fuseurs peuvent-elles inﬂuencer les eﬀets de localisation forte si ces derniers sont possibles
dans les syste`mes que nous conside´rons ? Il y a t il compe´tition ou cohabitation entre
les e´tats sousradiants et les e´tats localise´ au sens d’Anderson ? Est-ce que les processus
cohe´rents a` la base de la coope´rativite´ survivent au re´gime de diﬀusion multiple ?
En plus de cela il est possible e´galement de conside´rer le caracte`re vectoriel de la lumie`re
[21, 22, 23, 24] en prenant en compte sa polarisation et la structure interne des diﬀuseurs
qui sont des atomes dans le cas que nous e´tudions. En eﬀet une approximation souvent
utilise´e bien qu’errone´e dans les situations concernant des ondes e´lectromagne´tiques est
l’approximation scalaire pour une onde lumineuse [25, 26, 27]. Plusieurs e´tudes faisant
cette approximation ont observe´ l’existence de modes aux tre`s longs temps de vies qui ont
parfois e´te´ assimile´s a` des modes localise´s au sens d’Anderson. Un point inte´ressant serait
de savoir quel est l’impact du caracte`re vectoriel de la lumie`re sur ces modes observe´s
dans l’approximation scalaire.
Le chapitre 2 de ce manuscrit pre´sente le mode`le the´orique que nous allons utiliser aﬁn
de mener notre e´tude nume´rique sur les eﬀets coope´ratifs et la localisation de la lumie`re.
Nous de´riverons dans un premier un mode`le classique de´crivant un ensemble de dipoˆles
couple´s entre eux par le biais du champ qu’ils e´mettent soumis a` un champ incident.
Nous nous servirons de ce mode`le classique aﬁn d’illustrer les diﬀe´rences fondamentale
entre l’approximation scalaire et le mode`le vectoriel pour la lumie`re. Nous de´riverons
ensuite l’ope´rateur qui est a` la base de notre e´tude nume´rique : le Hamiltonien eﬀectif
d’interaction matie`re rayonnement et qui posse`de les meˆmes termes de couplages entre
les atomes que ceux que nous aurons de´rive´s de manie`re classique dans l’approche dipoˆles
couple´s. Nous eﬀectuerons dans la ﬁn de ce chapitre un e´tat de l’art sur les travaux
the´oriques et expe´rimentaux, susceptibles de nous inte´resser pour notre e´tude nume´rique,
dans le cadre des eﬀets coope´ratifs et des eﬀets de localisation d’Anderson.
Le chapitre 3 sera consacre´ a` l’e´tude nume´rique des valeurs propres et des e´tats propres
de du Hamiltonien eﬀectif aﬁn de comprendre si les eﬀets de localisation de la lumie`re
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sont lie´s aux eﬀets coope´ratif type sous radiance ou sont plutoˆt dus a` des interfe´rences
destructives lie´es au de´sordre dans quel cas on pourrait les rapprocher des modes localise´s
au sens d’Anderson. Nous eﬀectuerons au cours de ce chapitre une comparaison syste´-
matique entre les re´sultats obtenus dans l’approximation scalaire pour la lumie`re et ceux
obtenus lorsque son caracte`re vectoriel est pris en compte. Nous terminerons ce chapitre
par l’e´tude du spectre de la partie imaginaire de ce Hamiltonien eﬀectif, que l’on peut relier
au taux d’e´mission de l’excitation hors du syste`me et qui peut contenir de informations
inte´ressantes sur les eﬀets lie´s a` la coope´rativite´ ou ceux lie´s au de´sordre.
Le chapitre 4 pre´sente l’e´tude expe´rimentale des eﬀets coope´ratifs en reprenant tout
d’abord la proce´dure e´labore´e dans la re´fe´rence [28] de manie`re syste´matique. Nous mon-
trons que l’approximation Timed Dicke adapte´e a` notre mode`le de dipoˆles couple´s n’est
valable que dans le re´gime de diﬀusions simple. Cependant nous observons e´galement
dans le re´gime de diﬀusion multiple une re´duction drastique de la force applique´e au
centre de masse du nuage mais nous ne sommes pas encore en mesure de relier cet eﬀet
a` un processus incohe´rent de´crit par un mode`le de type Equation de Transfert Radiatif
ou un processus cohe´rent. Aﬁn de conside´rer cet eﬀet de manie`re plus ﬁne une nouvelle
proce´dure expe´rimentale a e´te´ e´labore´e ou` l’e´paisseur optique du nuage est maintenue
constante et le de´saccord du laser varie de manie`re a` scanner la transition atomique. En-
ﬁn nous pre´senterons a` la ﬁn de ce chapitre l’e´laboration d’un syste`me de coupure rapide
de faisceau laser aﬁn d’exciter les e´tats sousradiant et des les de´tecter par une expe´rience
de ﬂuorescence.
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Chapitre 2
E´tat de l’art sur la localisation de la
lumie`re et de´rivation du mode`le.
Ce chapitre va servir de base a` notre e´tude nume´rique portant sur la localisation de la
lumie`re dans les nuages d’atomes froids. Dans un premier temps nous allons de´river de
manie`re classique les potentiels d’interactions, que nous conside´rerons par la suite pour
mener nos travaux, aﬁn d’illustrer de manie`re simple les diﬀe´rences entre le cas ou` nous
assimilons la lumie`re a` une onde scalaire (cas scalaire), qui est bien suˆr une situation non
re´elle concernant la lumie`re, et le cas ou` nous assimilons la lumie`re a` une onde vectorielle.
Dans le cas scalaire, les atomes sont assimile´s a` des diﬀuseurs ponctuels e´mettant l’onde
de manie`re isotrope sous forme d’ondes sphe´riques alors que dans le cas vectoriel ils
sont assimile´s a` des dipoˆles ponctuels e´mettant la lumie`re sous forme d’ondes dipolaires.
Nous verrons e´galement que l’on peut observer des eﬀets de localisation (dans le sens ou`
le photon reste un temps inﬁni dans le syste`me) dus a` la coope´rativite´ en conside´rant
seulement deux particules.
Dans un deuxie`me temps nous de´riverons le Hamiltonien eﬀectif sur lequel nous nous
baserons aﬁn de conside´rer nume´riquement les e´tats propres de la relaxation dans les
modes du vides de N atomes a` deux niveaux, couple´s entre eux par le biais du champ
associe´ a` un photon unique. Nous discuterons des approximations faites aﬁn d’obtenir ce
Hamiltonien et des leurs conse´quences sur la physique que nous e´tudions.
Enﬁn nous ferons un e´tat de l’art succinct sur les matrices ale´atoires et leurs applica-
tions dans diﬀe´rents domaines de la physique, notamment dans le cadre de la diﬀusion
chaotique et de la localisation d’Anderson. Nous discuterons ensuite des diﬀe´rents travaux
qui ont e´te´ re´alise´s sur la localisation de la lumie`re et les eﬀets coope´ratifs dans des milieux
de´sordonne´s.
Il est important de souligner qu’a` l’exception de la toute premie`re section, nous ne´gli-
gerons dans les deux chapitres suivants l’inﬂuence d’un champ incident pilotant les dipoˆles
et nous conside´rerons au plus une excitation (un atome excite´ ou un photon unique) dans
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le nuage, nous restreignant ainsi a` l’espace de Hilbert de´crit par les e´tats contenant au
maximum une excitation. Une telle situation physique peut correspondre a` un faisceau in-
cident de tre`s faible intensite´, ou bien eˆtre mise en oeuvre en re´alisant soit des mesures de
co¨ıncidences avec deux de´tecteurs [16] soit en utilisant le blocage de Rydberg par exemple
[29, 30].
1 Approche classique.
L’interaction lumie`re-matie`re est un phe´nome`ne qui a e´te´ tout d’abord principalement
e´tudie´ de manie`re classique depuis la ﬁn du XIXe`me sie`cle lors de l’essor des the´ories sur
l’e´lectromagne´tisme. Un des mode`les les plus utilise´ aﬁn de de´crire un atome, compose´
d’un noyau et d’un e´lectron, interagissant avec un champ e´lectrique est le mode`le de
Lorentz. Dans ce mode`le, le syste`me ”atome + e´lectron” est conside´re´ comme globalement
neutre et l’e´lectron est suppose´ osciller atour de sa position d’e´quilibre avec une faible
amplitude, compare´e a` la longueur du champ e´lectromagne´tique e´mis. Le but de cette
section e´tant d’illustrer de manie`re classique des phe´nome`nes tels que la sousradiance et
la superradiance aﬁn de comprendre leurs me´canismes simples en utilisant seulement deux
dipoˆles.
1.1 Rayonnement d’un dipoˆle oscillant.
Dans cette partie, nous de´rivons de manie`re classique les potentiels d’interactions entre
les atomes, que nous allons utiliser par la suite dans notre approche hamiltonienne eﬀec-
tive. Nous allons tout d’abord e´tablir une approche ge´ne´rale a` partir du mode`le de Lo-
rentz de l’e´lectron e´lastiquement lie´ aﬁn d’expliciter le champ rayonne´ par l’atome (champ
source) sous forme d’une fonction de Green, dont l’expression a` l’ordre 0 repre´sentera la
situation que nous nommons cas scalaire et nous expliciterons par la suite cette fonction
dans le cas vectoriel. Les e´quations que nous de´riverons servirons dans la deuxie`me partie
e´tudiant l’inﬂuence du terme de champ proche dans la dynamique de N dipoˆles couple´.
Il est utile d’expliciter une convention que je vais fre´quemment utiliser en notant les ob-
jets (amplitude, champ, ope´rateur) vectoriels sous la forme a =
∑
α=x,y,z
aαuˆα ou` uˆα est le
vecteur unitaire selon la direction α.
Il est possible de de´crire la re´ponse de N atomes, caracte´rise´s chacun par une paire
noyau (ion)-e´lectron, soumis a` un champ exte´rieur en se re´fe´rant au mode`le de Lorentz,
qui assimile cette dynamique a` celle d’un ensemble d’oscillateurs harmoniques couple´s.
L’e´quation du mouvement d’un tel syste`me a` la position ri peut donc s’e´crire :
q¨(ri) + ω
2
0q(ri) = −
e
m
E(ri, t) (2.1)
ou` q, quantiﬁe le de´placement de l’e´lectron par rapport a` sa position d’e´quilibre, e et m
sont respectivement sa charge et sa masse et ω0 = ck0 est sa pulsation propre autour de la
position d’e´quilibre en l’absence de force exte´rieure. Le terme de droite de cette e´quation
correspond a` la force exte´rieure applique´e au syste`me relie´e au champ e´lectrique E(ri) au
point ri. Pour l’instant le vecteur de´crivant la polarisation du champ incident est inclus
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dans la de´ﬁnition de E(ri) . Aﬁn d’adapter l’e´quation (2.1) a` notre proble`me, nous allons
rechercher des solutions oscillantes [31] telles que :
q(ri, t) = aβ(ri, t)e
−iωt (2.2)
ou` a est relie´ a` la taille du dipoˆle telle que a =
√
~/mω0, β = βxˆ
′ est une amplitude
complexe qui sera relie´e plus tard a` l’amplitude du dipoˆle et xˆ′ est le vecteur unitaire selon
lequel le syste`me oscille. L’hypothe`se d’une solution oscillante nous permet de de´river une
densite´ de charge telle que :
ρ(ri, t) = ρ(ri)e
−iωt = −e
∑
i
e−iωtδ(r− ri) (2.3)
qui peut eˆtre relie´e simplement a` une densite´ de courant oscillante :
j(ri, t) = j(ri)e
−iωt = −e
∑
i
q˙(ri, t)e
−iωtδ(r− ri) (2.4)
Rappelons que la premie`re des relations pre´ce´dentes correspond a` un champ scalaire et la
seconde a` un champ vectoriel. En utilisant les e´quations de Maxwell :

∇× E = ∂B
∂t
∇×B = µ0j+ 1
c
∂E
∂t
(2.5)
et en re´solvant l’e´quation ∇×∇×E a` partir des e´quations (2.5), ce qui nous fait utiliser
le relation d’analyse vectorielle ∇ × ∇ × E = ∇(∇ · E) − ∇2E et le fait que le syste`me
”ion+e´lectron” est globalement neutre (∇ · E = 0), il est possible d’obtenir une e´quation
de propagation du champ en pre´sence de sources telle que :(
∇2E− 1
c2
∂2E
∂t2
)
= µ0
∂j
∂t
(2.6)
Aﬁn de mode´liser proprement le rayonnement du syste`me interagissant avec le champ
incident, il faut se´parer le terme de droite de l’e´quation (2.1) en une somme de deux
termes : une onde plane mode´lisant le champ incident et un terme source mode´lisant le
champ e´mis par l’atome tel que :
E(r, t) = ǫ0E0e
ik.r−iωt + E(s)(r, t)e
−iωt (2.7)
ou` E0 est relie´ a` l’amplitude du champ laser incident, ǫ0 est sa polarisation, k est son
vecteur d’onde tel que k = |k| = ω/c avec c la vitesse de la lumie`re dans le vide et E(s)(r, t)
est le champ e´mis par les dipoˆles.
En re´injectant les de´ﬁnitions pose´es aux e´quations (2.2) et (2.7) dans les e´quations (2.1)
et (2.6) et en s’aﬀranchissant des termes de de´rive´es temporelles d’ordres supe´rieures [31]
on obtient le syste`me d’e´quations ferme´ tel que :
−2iωaβ˙i − (ω20 − ω2)aβi = −
e
m
(ǫ0E0e
ik.r + E(s)(r, t)) (2.8)
(∇2 + k2)E(s) = aω2µ0e
N∑
i=1
βiδ(r− ri) (2.9)
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Cas scalaire
La re´solution de ce syste`me dans le cas scalaire est assez simple et nous ame`ne tout
d’abord a` substituer : βi → ǫˆβi , ǫL → ǫˆ et E(s) → ǫˆE(s), ce qui nous permet de nous
aﬀranchir dans les expressions pre´ce´dentes du vecteur unitaire ǫˆ, repre´sentant d’une ma-
nie`re commune la polarisation du champ et l’orientation de dipoˆles. L’hypothe`se faite
que tous les dipoˆles et le champ oscillent selon le meˆme axe de polarisation s’appelle
approximation scalaire et constitue la diﬀe´rence principale entre les cas scalaire et vecto-
riel.
On reconnaˆıt dans l’expression (2.9) une e´quation de Helmholtz pour le champ source :
(∇2 + k2)E(s)(r) = f(r), (2.10)
il nous est donc utile d’introduire la fonction de Green retarde´e telle que :
G(r, r′) =
eik|r−r
′|
|r− r′| , (2.11)
aﬁn d’expliciter le potentiel d’interaction lie´ au champ source, ce qui nous permet d’obtenir
la relation :
E(s)(r, t) =
∫
dr′f(r′)G(r, r′). (2.12)
En re´injectant ces de´ﬁnitions dans l’e´quation (2.9) on obtient au ﬁnal une expression du
champ source au point r telle que :
E(s)(r, t) = −aeµ0ω
2
4π
∑
j
βj
eik|r−rj |
|r− rj| . (2.13)
En re´utilisant cette expression dans l’e´quation (2.8), on obtient une e´quation sur l’ampli-
tude des dipoˆles, aux positions ri, dans le cas scalaire :
−2iωaβ˙i = (ω2 − ω20)aβi −
e
m
E0e
ik.ri +
e2µ0ω
2a
4πm
∑
j
βj(t)
eik|ri−rj |
|ri − rj| (2.14)
En faisant l’approximation d’une diﬀusion quasi re´sonnante (ω ≃ ω0) on peut simpliﬁer
l’expression pre´ce´dente en introduisant le de´saccord ∆0 = ω − ω0, la pulsation de Rabi
Ω0 = aeE0/~ ce qui nous permet de re´e´crire l’e´quation (2.14) sous la forme :
β˙i =
(
i∆0 − Γ0
2
)
βi − iΩ0
2
eik.ri + i
Γ0
2
∑
j 6=i
βj
eik0|ri−rj |
k0|ri − rj| (2.15)
avec
Γ0 =
ω20µ0e
2
4πmc
=
k30e
2a2
4πǫ0~
(2.16)
On reconnaˆıt la` dans l’expression du taux d’e´mission Γ0 (2.16) la largeur naturelle de l’e´tat
excite´ 1 pour un atome a` deux niveaux si l’on substitue ea = d ou` d est l’e´le´ment dipoˆle
1. La largeur naturelle de l’e´tat excite´ Γ0, apparaissant dans le premier terme de l’e´quation (2.15), est
obtenue dans notre calcul graˆce a` la se´paration des termes i = j et des termes i 6= j tout en ne´gligeant
les parties re´elles associe´es aux termes i = j. Cependant cette largeur naturelle est la meˆme que celle
associe´e au terme d’amortissement Γ0q˙(r) du mode`le de Lorentz de l’oscillateur harmonique amortis pour
un atome unique a` condition de ne´gliger les termes en i = j de la fonction de Green (eq. (2.12)).
Il faut e´galement noter que dans le cas d’un atome unique, ce type d’approximation revient a` ne pas
conside´rer les effets de re´action de rayonnement (self reaction) ou` le dipoˆle interagit avec le champ qu’il
a lui-meˆme rayonne´ [32]. Cette remarque est e´galement valable pour le calcul concernant le cas vectoriel.
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re´duit associe´ a` la transition entre l’e´tat fondamental |g〉 et l’e´tat excite´ |e〉. Il faut aussi
remarquer que la notation a e´te´ alle´ge´e rendant la de´pendance temporelle des amplitudes
des dipoˆles dans les e´quations (2.14) et (2.15) implicite (βi ≡ βi(t)).
L’e´quation (2.15) montre que l’amplitude du dipoˆle i est a` la fois aﬀecte´e par le champ
laser incident mais aussi par le rayonnement des N − 1 dipoˆles, caracte´rise´ dans le cas
scalaire par des ondes sphe´rique, qui de´croissent donc en 1/r de manie`re isotrope.
Cas vectoriel
Apre`s avoir obtenu une e´quation d’e´volution sur l’amplitude des dipoˆles dans le cas
scalaire nous allons de´sormais expliciter une e´quation similaire pour le cas vectoriel. Ce
calcul, base´ sur le formalisme de la fonction de Green Dyadique, est inspire´ de la re´fe´rence
[33] dans la manie`re d’expliciter la fonction de Green dans le cas vectoriel en fonction de
celle obtenue dans le cas scalaire.
Aﬁn d’expliciter le potentiel d’interaction dans le cas vectoriel il est utile d’exprimer
le potentiel vecteur A(r, t) dans la jauge de Lorentz tel que .A(r, t) = 0 ou`  =(
1
c2
∂
∂t2
−△
)
est le d’Alembertien. La solution du potentiel vecteur peut s’e´crire dans
cette jauge :
A(r, t) =
µ0
4π
∫
dt′
∫
dr′
j(r′, t′)
|r− r′|δ
(
t′ +
|r− r′|
c
− t
)
(2.17)
ou` δ
(
t′+
|r− r′|
c
− t
)
est le potentiel retarde´ aussi appele´ potentiel de Lienard-Wiechert.
Le choix de l’utilisation du potentiel retarde´ est motive´ par la recherche de solutions
causales tout comme dans l’utilisation de la fonction de Green retarde´e a` l’e´quation (2.12).
La de´pendance temporelle sinuso¨ıdale suppose´e pour la densite´ de courant (eq. 2.4) nous
permet de re´e´crire l’e´quation pre´ce´dente comme :
A(r) =
µ0
4π
∫
dr′j(r′)
eik|r−r
′|
|r− r′| (2.18)
A ce stade on peut remarquer que la solution du potentiel vecteur peut s’e´crire sous la
forme d’une fonction de Green comme nous l’avons de´ﬁnie a` la section pre´ce´dente telle
que :
A(r) = µ0
∫
dr′j(r′)G(r, r′) (2.19)
En repartant de l’e´quation de propagation du champ e´lectrique en pre´sence de source
(eq. (2.6)) et en re´utilisant la de´composition pose´e a` l’e´quation (2.7), on peut obtenir une
e´quation vectorielle pour le champ source telle :
(∇2 − k2)E(s) = iωµ0j (2.20)
Une telle e´quation, apparemment complexe, peut eˆtre re´solue en appliquant la me´thode
de la re´solvante et le fait que la densite´ de courant peut eˆtre de´compose´e selon les trois
directions de la base carte´sienne. On peut par exemple l’expliciter selon la composante x
en posant :
(∇2 − k2)Gx = δ(r− ri)uˆx (2.21)
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et proce´der de meˆme selon les autre composantes y et z. On peut donc exprimer une
relation ge´ne´rale en utilisant les matrices de Green dyadique telle que :
(∇2 − k2)←→G =←→I δ(r− ri) (2.22)
Avec I le tenseur unitaire. Il est a` noter que G est un tenseur dont la premie`re colonne
correspond a` la projection de moments dipolaires selon l’axe x, la deuxie`me colonne selon
l’axe y et la troisie`me selon l’axe z. On peut donc exprimer une solution particulie`re a`
l’e´quation (2.20) telle que :
E(s)(r, t) =
∫
dr′f(r′)
←→
G (r− r′) (2.23)
Aﬁn d’obtenir une solution de l’e´quation (2.23) a` partir de la fonction de green scalaire, il
faut se rappeler de la relation reliant le champ e´lectrique au potentiel vecteur telle que :
E(r) = iωA(r)−∇φ(r) (2.24)
ou` φ(r) est le potentiel scalaire et d’e´noncer la condition de Lorentz telle que :
∇ ·A(r) = iωµ0ǫ0φ(r) (2.25)
ce qui nous permet de nous aﬀranchir directement de φ(r). En re´injectant l’e´quation (2.25)
dans l’e´quation (2.24) ce qui nous permet d’obtenir une relation entre le champ source et
le potentiel vecteur telle que :
E(s)(r) = iω
(
1 +
1
k2
∇∇
)
A(r). (2.26)
En prenant la de´ﬁnition de la densite´ de courant oscillante j selon une composante de la
base carte´sienne et en se servant de l’e´quation (2.19) on peut obtenir la relation :
A(r) = (iω)−1G(r, r′)uˆx, (2.27)
et en injectant cette dernie`re relation dans l’e´quation (2.26), on obtient une relation reliant
la fonction de Green dyadique a` la fonction de Green scalaire :
←→
G (r, r′) =
(←→
I +
1
k2
−→∇←−∇
)
G0(r, r
′) (2.28)
ou` l’ope´rateur
−→∇ est exprime´ dans la base carte´sienne. En suivant la re´fe´rence [33] est
donc possible de re´e´crire la fonction de Green dyadique dans cette base telle que :
←→
G (r, r′) = k
eikr
4πkr
[(
1 +
i
kr
− 1
(kr)2
)←→
I +
(
− 1− 3i
kr
+
3
(kr)2
)
rr
r2
]
(2.29)
ou` r = |r−r′|. Apre`s avoir explicite´ la matrice de Green dyadique dans la base carte´sienne,
on re´injecte sa de´ﬁnition dans l’e´quation (2.9) ce qui nous permet d’obtenir une expression
vectorielle du champ source au point r exprime´e dans la base carte´sienne telle que :
E(s)(r) = −kµ0ω
2ea
4π
∑
j
eikrj
krj
[(
1 +
i
krj
− 1
(krj)2
)←→
I +
(
− 1− 3i
krj
+
3
(krj)2
)
rjrj
r2j
]
βj.
(2.30)
Universite´ de Nice Sophia Antipolis 20
1. APPROCHE CLASSIQUE.
ou` rj = |r − rj|. En re´injectant cette expression dans l’e´quation (2.8) et en faisant l’ap-
proximation d’une diﬀusion quasi re´sonante on peut obtenir l’e´quation d’e´volution de
l’amplitude du dipoˆle i selon la direction α telle que :
β˙i,α = (i∆0 − Γ0
2
)βi,α − iǫ0,αΩ0
2
eik.ri
+ i
Γ0
2
∑
j 6=i
∑
α′
βj,α′
3
2
eik0rij
k0rij
[(
1 +
i
k0rij
− 1
(k0rij)2
)
δαα′ (2.31)
+
(
− 1− 3i
k0rij
+
3
(k0rij)2
)
rαrα′
r2
]
ou` on a de´ﬁnit la largeur naturelle de l’e´tat excite´ Γ pour une transition Jg = 0→ Je = 1
telle que :
Γ0 =
k30e
2a2
3πǫ0~
(2.32)
et a` nouveau nous avons rendu la de´pendance temporelle de l’amplitude du dipoˆle implicite
(βi,α ≡ βi,α(t)).
Il est a` noter que l’e´quation sur les dipoˆles obtenue dans le cas vectoriel est singu-
lie`rement diﬀe´rente de celle obtenue dans le cas scalaire. Tout d’abord, pour de´crire la
dynamique d’un milieu contenant N dipoˆles il nous faudra re´soudre un syste`me de N
e´quations couple´es dans le cas scalaire contre un syste`me de 3N e´quations couple´es dans
le cas vectoriel. Ensuite la diﬀe´rence majeure vient de la forme de l’expression du potentiel
d’interaction entre les dipoˆles lie´e a` l’expression du champ source. En eﬀet contrairement
au champ source dans le cas scalaire, qui de´croˆıt de manie`re isotrope en 1/r quelle que soit
la distance a` laquelle l’on se place du dipoˆle, dans le cas vectoriel il est utile de distinguer
trois zones correspondantes a` la distance r a` laquelle on se situe du dipoˆle par rapport a`
sa taille a. Ces trois zones sont :
− La zone de champ proche re´actif a≪ r ≪ λ
− La zone de champ proche radiatif a≪ r ∼ λ
− La zone de champ lointain a≪ λ≪ r
Dans la zone de champ proche re´actif le facteur exponentiel peut eˆtre approxime´ par
l’unite´ (lim
r→0
eikr = 1) et le champ source peut s’e´crire sous la forme :
E(s)(r) =
kω2ea
4πǫ0~
∑
j
1
(krj)3
[←→
I − 3rjrj
r2j
]
βj (2.33)
On reconnaˆıt la` l’expression du dipoˆle statique. Dans la zone de champ proche radiatif
ce sont les termes en 1/r2 qui dominent l’e´quation (2.30) ce qui nous permet de re´e´crire
l’expression du champ source telle que :
E(s)(r) =
kµ0ω
2ea
4π
∑
j
ieikrj
(krj)2
[
−←→I + 3rjrj
r2j
]
βj (2.34)
et dans la zone de champ lointains ce sont les termes en 1/r qui dominent nous permettant
de re´e´crire le champ source sous la forme :
E(s)(r) =
kµ0ω
2ea
4π
∑
j
eikrj
krj
[
−←→I + rjrj
r2j
]
βj (2.35)
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Il est a` noter que le champ dans la zone de champ proche radiatif est en opposition de phase
avec les champs dans les deux autres zones. En regardant ces trois expressions il est aise´ de
remarquer que meˆme dans la limite du champ lointains (r ≫ λ) l’anisotropie du champ
rayonne´ par les dipoˆles va amener des corrections non ne´gligeables selon l’orientation
des paires de dipoˆles par rapport a` l’orientation des dipoˆles. En plus de cela lorsque l’on
conside´rera des distances relatives entre les dipoˆles de l’ordre de la longueur d’onde (r 6 λ)
on s’attendra a` observer des diﬀe´rences singulie`res entre les cas scalaire et vectoriel, ce
qui nous laisse pre´sager que les diﬀe´rences fondamentales entre les deux cas auront lieux
lorsque l’on conside´rera de syste`me denses.
En conside´rant le cas simple ou` un unique dipoˆle se situe a` l’origine en plac¸ant le point
d’observation a` une distance r de ce dernier et que son moment dipolaire est oriente´ selon
l’axe zˆ (paralle`le a` la polarisation du faisceau incident qui lui se propage selon l’axe xˆ),
on peut de´composer le champ source selon deux directions 2 en coordonne´es sphe´riques
(rˆ,θˆ) tel que :
Er =
kµ0ω
2ea
4π
eikr
kr
[
− 2i
(kr)
+
2
(kr)2
]
(2.36)
Eθ =
kµ0ω
2ea
4π
eikr
kr
[
1 +
i
(kr)
− 1
(kr)2
]
(2.37)
ou` Er est le champ e´lectrique selon la direction longitudinale et Eθ selon la direction
transverse. En regardant les comportements limites de ces deux expressions, on remarque
qu’elles de´croissent toute deux en 1/r3 pour une distance r infe´rieure a` λ. Par contre
lorsque l’on conside`re des distances supe´rieures a` λ on remarque que le champ longitudinal
de´croˆıt en 1/r2 alors que le champ transverse de´croˆıt en 1/r. On constate donc qu’a` des
distances infe´rieures ou e´gales a` la longueur d’onde (r ≤ λ) l’interaction entre deux dipoˆles
se fera principalement via le champ longitudinal on parle dans ce cas d’interaction re´active
alors qu’a` des distances supe´rieures ou e´gales a` la longueur elle se fera par le biais du champ
transverse on parle alors d’interaction radiative. Ceci constitue une diﬀe´rence majeure avec
le cas scalaire, qui ne conside`re que des interactions radiatives entre les dipoˆles quelle que
soit la distance qui les se´pare.
1.2 Diagramme de rayonnement et section efficace.
Cette partie va nous permettre de rappeler certains concepts utilise´s fre´quemment en
physique me´soscopique. Dans un premier temps nous allons nous inte´resser a` l’intensite´
diﬀuse´e par un atome puis un ensemble d’atomes dans un champ incident dans les cas
scalaire et vectoriel. Cette e´tape nous permettra ensuite de calculer la puissance rayonne´e
par un atome dans les deux cas nous permettant ainsi de calculer la section eﬃcace de
diﬀusion. Nous terminerons ensuite par un bilan e´nerge´tique nous permettant d’illustrer
de manie`re simple les eﬀets cohe´rents tels que la superradiance et la sousradiance.
1.2.a Diagramme de rayonnement pour un ensemble de N atomes.
Apre`s avoir de´rive´ les e´quations d’e´volution des amplitudes des dipoˆles dans les cas sca-
laire et vectoriel et discute´ des diﬀe´rences fondamentales entre les deux mode`les, on peut
2. La syme´trie du proble`me nous donne une invariance par rotation selon l’axe φˆ, autour de l’axe xˆ′
selon lequel est oriente´ le moment dipolaire.
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s’inte´resser au diagramme de rayonnement dans les deux cas aﬁn de voir les diﬀe´rences
apparaissant entre les deux mode`les. On peut relier l’intensite´ rayonne´e, qui est e´gale a` la
moyenne temporelle du vecteur de Poynting, a` l’expression du champ source E(s) par la
relation :
I(r, t) =
1
2
〈E2(s)(r, t)〉
µ0c
(2.38)
Dans le cas scalaire, on reprend l’expression du champ source obtenue a` l’e´quation (2.13)
en se plac¸ant en champ lointains, ce qui nous permet de poser |r− rj| ≈ r − r · rj/r. On
peut donc re´e´crire l’expression du champ source telle que :
E(s)(r, t) = −aeµ0ω
2
4π
eikr
r
∑
j
βj(t)e
−iks.rj (2.39)
qui s’interpre`te simplement comme e´tant la somme au point r des ondes sphe´riques e´mises
par les dipoˆles βi aux point r. Ici le vecteur ks est selon la direction d’observation tel
que ks = kr/r. En re´injectant cette expression dans l’e´quation (2.38) on peut exprimer
l’intensite´ au point r e´mise par un syste`me contenant N dipoˆles telle que :
I(r, t) =
a2e2µ0ω
4
32π2cr2
∑
i
∑
j
βi(t)β
∗
j (t)e
iks·|ri−rj | (2.40)
On peut donc relier l’intensite´ au point r a` une somme d’ondes planes, qui est l’approxi-
mation en champ lointains des ondes sphe´riques, e´mise par les dipoˆles j aux positions rj,
arrivant avec une diﬀe´rence de marche proportionnelle a` la distance relative rij entre les
dipoˆles i et j.
Aﬁn de de´river l’intensite´ diﬀuse´e dans le cas vectoriel il faut repartir de l’expression
du champ source E(s) que l’on a obtenue a` la section pre´ce´dente :
E(s)(r) = −kµ0ω
2ea
4π
∑
j
eikrj
krj
[(
1 +
i
krj
− 1
(krj)2
)←→
I +
(
− 1− 3i
krj
− 3
(krj)2
)
rjrj
r2j
]
βj,
(2.41)
ou` rj = |r− rj|, et de faire l’approximation en champ lointains en faisant l’hypothe`se que
l’intensite´ est conside´re´e a` un point r loin du nuage et de ne retenir que les termes lie´s a`
la partie propagative du champ source et de re´e´crire l’expression pre´ce´dente comme :
E(s)(r) =
kµ0ω
2ea
4π
∑
j
eikrj
krj
[
−←→I + rjrj
r2j
]
βj (2.42)
Il faut tout d’abord remarquer que dans les zones de champ proches (re´active et radiative)
la distance r a` laquelle l’on se place du dipoˆle e´tant infe´rieure ou de l’ordre de la longueur
d’onde λ, on peut remplacer le facteur exponentiel dans les e´quations (2.33) et (2.34)
par l’unite´ ce qui nous permet de voir que le champ ne se propage pas dans ce deux
zone. En eﬀet hormis une de´pendance temporelle sinuso¨ıdale, on peut conside´rer que le
champ est statique spatialement. On peut donc ne retenir que la partie du champ source
correspondant au champ lointains telle que :
E(s)(r, t) = −µ0ω
2ea
4π
eikr
r
∑
j
e−iks.rj
[←→
I − rjrj
r2j
]
βj(t) (2.43)
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En utilisant a` nouveaux l’approximation de Fraunhofer (|r−rj| ≈ r−r·rj/r)et la de´ﬁnition
pose´e a` l’e´quation (2.38) on obtient une expression pour l’intensite´ rayonne´e dans le cas
vectoriel telle que 3 :
I(r, t) =
a2e2µ0ω
4
32π2c2r2
∑
i,j
βi(t)β
∗
j(t)e
iks·|rj−ri|
[←→
I −
(
rjrj
r2j
)]2
(2.45)
Il donc possible a` partir de cette expression d’exprimer une intensite´ relie´ aux projections
des moments dipolaires selon les directions α et α′ telle que :
I(rα,α′ , t) =
a2e2µ0ω
4
32π2c2r2
∑
i,j
∑
α,α′
βi,α(t)β
∗
j,α′(t)e
iks·|rj−ri|
[
δαα′ − rαrα′
r2
]
(2.46)
Il est important de noter ici que dans l’expression pre´ce´dente les composantes α et α′
concernent le vecteur r selon la direction d’observation.
1.2.b Section efficace de diffusion.
A partir des expressions du champ source et de l’intensite´ rayonne´e dans les cas scalaire
et vectoriel, il est possible d’exprimer les sections eﬃcaces de diﬀusion σ0 a` re´sonance aﬁn
de voir les diﬀe´rences existantes entre les deux cas. Pour cela il est utile de rappeler
l’expression du champ total au point r, obtenue au de´but de ce manuscrit, telle que :
E(r, t) = ǫ0E0e
ik.r−iωt + E(s)(r, t)e
−iωt (2.47)
Pour le cas scalaire, il faut se servir de l’expression du champ source en champ lointain
obtenu a` la section pre´ce´dente (eq. (2.39)) et re´e´crire son pre´facteur pour obtenir :
E(s)(r, t) = −~Γ0
2d
eikr
kr
∑
j
βj(t)e
−iks.rj , (2.48)
ce qui nous permet de re´e´crire l’e´quation (2.47) dans le cas scalaire sous la forme :
E(r, t) = E0
(
eik.r−iωt − e
ikr
kr
f(ks)e
−iωt
)
, (2.49)
avec f(k) que l’on peut assimiler a` une amplitude de diﬀusion telle que :
f(k) =
Γ0
Ω0
∑
j
βj(t)e
−iks.rj . (2.50)
Dans le cas d’un atome unique, l’expression pre´ce´dente devient f(ks) =
Γ0
Ω0
ce qui nous
permet d’exprimer l’intensite´ diﬀuse´e dans une direction a` une grande distance du nuage
telle que :
Is = I0
|f(ks)|2
(kr)2
, (2.51)
3. Afin d’obtenir cette expression nous nous somme servis des proprie´te´s de projecteur pour le terme
←→
I −
(
RR
R2
)
en utilisant : [←→
I −
(
RR
R2
)]2
=
[←→
I −
(
rr
r2
)]
(2.44)
En effet ce terme est parfois appele´ dans la litte´rature ’projecteur transverse’ [34].
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et d’obtenir la section eﬃcace dans le cas scalaire en inte´grant sur tout l’espace :
σ
(s)
0 =
1
k2
∫
dk|f(ks)|2 = λ
2
π
. (2.52)
La proce´dure pour obtenir la section eﬃcace dans le cas vectoriel est singulie`rement
similaire a` l’exception qu’il faut tenir compte du projecteur transverse
(←→
I − RR
R2
)
. On
peut donc re´e´crire l’amplitude de diﬀusion comme :
f(k) =
Γ0
Ω0
∑
j
βj(t)e
−iks.rj
[←→
I − RR
R2
]
. (2.53)
Dans le cas d’un atome unique place´ a` l’origine, l’inte´grale angulaire de l’expression pre´-
ce´dente donne pour les e´le´ments diagonaux de f(k) :
σ
(v)
0 =
1
k2
∫
dk|f(ks)|2 = 3λ
2
2π
=
3
2
σ
(s)
0 . (2.54)
On remarque donc que meˆme en champ lointain avec une seule particule, la prise en
compte du caracte`re vectoriel de la lumie`re ame`ne a` des diﬀe´rences quantitatives entre
les cas scalaire et vectoriel dans les de´ﬁnitions de quantite´s qui vont nous eˆtre utiles dans
la suite de ce manuscrit comme la largeur naturelle de l’e´tat excite´ Γ0 ou bien encore la
section eﬃcace de diﬀusion σ0, qui va nous servir par la suite a` calculer le libre parcours
moyen de transport l ou bien encore le nombre de Ioﬀe-Regel k0l (nous de´ﬁnirons ces deux
quantite´ plus tard dans le manuscrit).
2 Mode`le.
Dans cette section nous de´crivons le syste`me et le Hamiltonien que nous utilisons
aﬁn d’e´tudier la localisation du photon dans un nuage d’atomes froids. Cette approche,
reposant essentiellement sur les potentiels d’interactions de´rive´s a` la section pre´ce´dente
dans les cas scalaire et vectoriel peut paraˆıtre similaire a` d’autre e´tudes conside´rant un
syste`me de N dipoˆles couple´s [35], [22], ou encore conside´rant les proprie´te´s statistiques
des poˆles de la matrice de Green [27] [26]. Mais il faut souligner, contrairement a` la section
pre´ce´dente, que nous ne conside´rerons pas l’inﬂuence d’un champ incident, qui pilote les
dipoˆles, ce qui ne´cessite avant tout une certaine prudence car la pre´sence d’un faisceau
incident sur le milieu cre´e une brisure de syme´trie (axe privile´gie´ selon le vecteur d’onde
k du champ laser) qui peut jouer un roˆle majeur dans la re´ponse physique de ce genre
de syste`mes. Cependant, et c’est un des messages principaux de ce chapitre, au meˆme
titre que d’autres approches utilisant des Hamiltonien eﬀectif comme par exemple dans le
contexte de la localisation d’Anderson [36][37], l’e´tude des e´tats propres de la relaxation
dans les modes du vide de N dipoˆles couple´s peut nous donner des indications sur les
proprie´te´s de transport du syste`me.
2.1 Mode`le de l’atome a` deux niveaux.
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Aﬁn de mode´liser la transition atomique nous conside´rons une transition Jg = 0→ Je =
1, de´crite par un e´tat fondamental |gi〉 et un e´tat excite´, compose´ de trois sous niveaux
Zeeman |eαi 〉, α e´tant la composante du sous niveau exprime´e dans la base carte´sienne telle
que α = x, y, z et l’e´nergie de transition entre l’e´tat fondamental et l’e´tat excite´ est ~ω0. Il
est e´vident que les calculs concernant une transition Jg = 0→ Je = 1 sont beaucoup plus
simples que ceux concernant les atomes alcalins (ou` par exemple la transition cyclante
du Rubidium 87 est une Fg = 2 → Fe = 3) et dont la structure interne est bien plus
complexe. Plusieurs fois par le passe´ il a e´te´ ve´riﬁe´ que cette structure interne pouvait
avoir une inﬂuence non ne´gligeable notamment sur des eﬀets de localisation faible telle
que la re´trodiﬀusion cohe´rente [38],[39] ou encore dans l’e´tude de la diﬀusion multiple de
la lumie`re dans un nuage d’atome froids [40]. Dans l’e´tude de ces phe´nome`nes physiques,
il a e´te´ montre´ qu’une structure interne complexe des diﬀuseurs pouvait eˆtre une source de
de´cohe´rence menant a` la destruction de ces eﬀets. En paralle`le, certaines the´ories ont e´te´
e´labore´es aﬁn de mode´liser la diﬀusion multiple de photons par une transition dipolaire
ayant une de´ge´ne´rescence ou encore une structure hyperﬁne arbitraires [41][42]. Cependant
nous pensons que la simplicite´ de l’alge`bre lie´e a` une transition Jg = 0→ Je = 1 permet
de mettre en e´vidence des eﬀets lie´s au caracte`re vectoriel de la lumie`re sans pour autant
rajouter trop de complexite´ aux calculs.
Enﬁn il est utile d’expliciter l’e´tat de polarisation de l’e´tat excite´ |eαi 〉 car c’est la` ou`
re´side une bonne partie de la subtilite´ contenue dans l’approche vectorielle. En eﬀet la
notation utilise´e pour de´signer l’e´tat excite´ |eαi 〉 est en re´alite´ une notation condense´e qui
peut se re´e´crire |ei,mα〉 avec α = ±1, 0 si l’on conside`re un proble`me dans la base ou`
l’ope´rateur spin de l’atome est diagonal ou α = x, y, z si l’on conside`re un proble`me dans
la base carte´sienne dans laquelle les ope´rateurs spins des atomes ne sont pas force´ment
diagonaux. On peut donc poser arbitrairement |ezi 〉 = |ei,mz = 0〉 et composer une base,
connue commune´ment sous le nom de base des chimistes telle que [43] :

|ezi 〉 = |ei,mz = 0〉
|exi 〉 = |ei,mx = 0〉 =
|ei,mz = −1〉 − |ei,mz = +1〉√
2
|eyi 〉 = |ei,my = 0〉 = i
|ei,mz = −1〉+ |ei,mz = +1〉√
2
(2.55)
On remarque donc que l’e´tat |eαi 〉 est l’e´tat propre correspondant a` la valeur propre 0
lorsqu’on lui applique l’ope´rateur Jα.
2.2 Description du syste`me.
La ge´ome´trie utilise´e, aﬁn de mode´liser le nuage d’atomes froids est un cube de taille
exprime´e en unite´ d’inverse du nombre d’onde k0L, k0 e´tant le nombre d’onde associe´
a` la transition atomique. Cette ge´ome´trie particulie`re ne correspond e´videmment pas
a` une situation expe´rimentale re´elle, ou` la re´partition des atomes suit une distribution
gaussienne pour un nuage dilue´ ou parabolique pour un nuage comprime´ dans un pie`ge
dipolaire de´saccorde´ dans le rouge. Cependant la situation d’un cube se rapproche de celle
d’une couche d’atome (slab), qui est une ge´ome´trie souvent utilise´e dans les cas d’e´cole.
Il faut cependant souligner que la ge´ome´trie du syste`me que nous conside´rons peut avoir
un impact sur les phe´nome`nes physiques que nous conside´rons. En eﬀet dans le cadre de
l’e´tude de la localisation d’Anderson dans des milieux ouverts[26], la manie`re dont sont
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re´partis les sites vis a` vis de la frontie`re du milieu (qui repre´sente la zone par laquelle
l’excitation sort du syste`me) va avoir un impact sur certains comportements des taux de
de´croissance des modes notamment dans le re´gime de diﬀusion multiple [44]. De meˆme des
calculs concernant l’e´mission coope´rative pour un ensemble d’atomes dans une ge´ome´trie
donne´e montrent une correction quantitative lie´e a` la ge´ome´trie du syste`me [45]. Enﬁn,
bien que ce ne soit pas le sujet principal de notre e´tude et que nous le de´velopperons
peu au cours de ce manuscrit, il a e´te´ montre´ que le comportement de de´placement de
Lamb collectif e´tait aﬀecte´ de manie`re qualitative par la ge´ome´trie du syste`me [46] tout
comme le taux d’e´mission collectif du syste`me dans certains cas bien pre´cis en pre´sence
d’un champ incident.
2.3 Hamiltonien d’interaction matie`re-rayonnement.
2.3.a Hamiltonien d’origine et obtention du Hamiltonien en jauge (D.E).
Au cours de cette e´tude sur les e´tats propres de la relaxation de N dipoˆles dans les
modes du vide, nous conside´rerons principalement les valeurs propres et les e´tats propres
d’un Hamiltonien eﬀectif mode´lisant l’interaction dipolaire entre atomes. Bien que cet
ope´rateur non hermitien soit de´rive´ du Hamiltonien d’interaction matie`re-rayonnement
exprime´ en jauge (D.E), bien connu et couramment utilise´, il est cependant utile de
rappeler son origine et les approximations qui ont e´te´ faites aﬁn d’obtenir son expression
dans cette jauge. Initialement le Hamiltonien matie`re-rayonnement est exprime´ dans la
jauge P.A [43] tel que :
H =
∑
i
∑
α
1
mi
[Pi,α − qi,αA(ri,α)]2 + VCoul +HR (2.56)
ici α = x, y, z repre´sente la composante dans la base carte´sienne, m est la masse de la
particule (nous conside´rons que la distribution de masse des particules est ponctuelle et
identique pour toutes les particules), Pi est l’ope´rateur impulsion de la particule i, A(ri,α)
est l’ope´rateur correspondant au potentiel vecteur a` la position ri,α et qi,α est la charge
de la particule i. Il est a` pre´ciser que les ope´rateurs ri,α et Pi,α repre´sentent la position et
l’impulsion du centre de masse de la particule i auxquels on a ajoute´ une correction locale
r′ et p′, qui peut eˆtre de´compose´e dans la base carte´sienne telle que rα,i = rcm,i + r
′
α,i
et Pα,i = pcm,i + p
′
α,i avec rcm,i et pcm,i les positions et les impulsions respectives des
centres de masses de la particule i. Le deuxie`me terme de cette expression est le potentiel
d’interaction coulombienne tel que :
V (Coul) =
∑
i
∑
α
[
ǫ
(self)
i,α +
1
8πǫ0
∑
j 6=i
∑
α,α′
qi,αqj,α′
|ri,α − rj,α′ |
]
(2.57)
ou` ǫself repre´sente l’e´nergie propre Coulombienne d’un seul atome, qui diverge a` moins
que l’on introduise une fre´quence de coupure de l’ordre de l’inverse du rayon de Bohr, et
le second terme de cette expression correspond a` l’interaction coulombienne entre deux
atomes. Il faut aussi remarquer que cette expression est associe´e a` un champ longitudinal.
Le troisie`me terme de l’e´quation (2.56), associe´ quant a` lui a` un champ transverse, de´rive
directement des e´quations de Maxwell-Lorentz et de la seconde quantiﬁcation du champ
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et est exprime´ tel que :
HR = ǫ0
∫
dr3(E2⊥(r) + c
2B2(r)) =
∑
k,εˆ
~ωka
†
kεˆakεˆ (2.58)
ou` a†
kεˆ et akεˆ sont les ope´rateurs cre´ations et annihilation d’un photon de polarisation εˆ et
de vecteur d’onde k tel que k = ωk/c, E
2
⊥(r) est l’ope´rateur champ e´lectrique transverse
au point r et B est le champ magne´tique a` ce meˆme point. Il est a` noter que l’e´nergie
du vide e´lectromagne´tique, correspondant a` l’e´nergie propre de l’e´tat de Fock de´crivant 0
photons, a e´te´ translate´e telle que 〈0|HR|0〉 = 0 au lieu de 〈0|HR|0〉 = ~ωk/2.
Sachant que nous conside´rons des diﬀuseurs ponctuels, c’est a` dire que l’e´talement de
leur fonction d’onde atomique est de l’ordre du rayon de Bohr a0 ou de l’angstro¨m au
maximum, est que les longueur d’onde que l’on conside`re son de l’ordre de quelques cen-
taines de nanome`tres, on peut appliquer a` l’e´quation (2.57) l’approximation des grandes
longueur d’ondes ce qui nous permet de re´duire l’interaction coulombienne entre l’atome
i et j a` un couplage dipoˆle-dipoˆle telle que :
V i,jCoul = V
i,j
dip +
1
3ǫ0
Di.Djδ(ri − rj) (2.59)
ou` l’ope´rateur dipoˆle Di de l’atome i est de´ﬁnit tel que Di =
∑
α
qi(rα,i−ri) et V i,jdip l’inter-
action dipolaire statique entre l’atome i et j. Il est a` noter que j’ai incorpore´ l’orientation
α, exprime´e dans la base carte´sienne, a` la de´ﬁnition de Di aﬁn d’alle´ger temporairement
la notation dans les calculs qui vont suivre.
L’utilisation de l’approximation, qui nous permet d’obtenir l’e´quation (2.59), ne´cessite
cependant quelques pre´cautions car elle implique que les variations spatiales du champ
sont ne´gligeables a` l’e´chelle de la taille du dipoˆle, qui est l’atome dans le cas que nous
conside´rons. Sachant que notre e´tude porte sur des transitions dans le domaine du visible
(la transition 1S0 →1 P1 du Strontium d’une manie`re the´orique ou encore la transition
5S1/2 →5 P3/2 pour le Rubidium), qui sont de l’ordre de quelques centaines de nanome`tres
et que la taille de diﬀuseur que nous conside´rons est de l’ordre de l’angstro¨m (10−10m) cette
approximation est valide. Dans le cas contraire, et c’est ce qui est conside´re´ aﬁn d’e´viter
la divergence de l’e´nergie coulombienne propre ǫ(self), il faut conside´rer une fre´quence de
coupure ωC de l’ordre de l’inverse du rayon de Bohr a0 telle que ωC = c2π/a0. Il faut
aussi remarquer qu’en faisant cette approximation nous ne´gligeons toutes les corrections
relativistes lie´es aux tre`s haute e´nergies (dont la fre´quence est bien supe´rieure a` ωC) qui
sont aussi implique´es dans la divergence du terme εi,self .
Ayant fait cette approximation en explicitant l’ope´rateur dipoˆle, on peut appliquer la
transformation unitaire U = e−i
∑
i Di·A(ri)t
~ aﬁn de re´e´crire l’e´quation (2.56). Sous cette
transformation le premier terme [Pi − qiA(ri)] est remplace´ par Pi, le champ transverse
E⊥ devient E+
P
ǫ0
ou` P est l’ope´rateur densite´ de polarisation tel que :
P =
∑
i
Diδ(r− ri). (2.60)
Le choix de la notation de ce dernier est volontaire aﬁn de ne pas le confondre avec
l’ope´rateur impulsion. On peut re´e´crire le troisie`me terme de l’e´quation (2.56), modiﬁe´
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par cette transformation unitaire tel que :
HR =
∑
k,εˆ
~ωka
†
kεˆakεˆ−
∑
i
Di.E⊥(ri)+
∑
i
ǫ
(Dip)
i −
∑
i 6=j
V i,jCoul−
2
3ǫ0
∑
i 6=j
DiDjδ(ri−rj) (2.61)
ou` ǫ
(Dip)
i de´ﬁnit tel que :
ǫ
(Dip)
i =
∑
k,εˆ
1
2ǫ0V (εˆ.Di)
2 (2.62)
Ce terme d’e´nergie propre dipolaire est relie´ a` l’e´nergie correspondant a` un changement
d’orientation du moment dipolaire de l’atome et peut eˆtre relie´ a` la masse eﬀective de
l’atome lorsque l’on conside`re le mode`le d’Abrahams-Lorentz de´crivant la dynamique d’un
e´lectron autour d’un noyau atomique [47]. De plus le terme d’interaction dipolaire statique
V i,jdip entre deux atomes apparaissant dans cette e´quation, vient compenser exactement le
terme qui apparaˆıt a` l’e´quation (2.59) lors du de´veloppement du potentiel d’interaction
coulombienne en faisant l’approximation des grandes longueurs d’ondes.
On peut regrouper les expressions obtenues pre´ce´demment par la transformation uni-
taire en deux termes correspondant a` un Hamiltonien non perturbe´ H0 tel que
H0 =
∑
i
(Hati + ǫ
(Dip)
i ) +HR (2.63)
et un terme correspondant a` la perturbation induite par l’interaction matie`re rayonnement
tel que :
V = −
∑
i
Di.E⊥(ri) +
1
2ǫ0
∑
i 6=j
DiDjδ(ri − rj) (2.64)
Le Hamiltonien correspondant aux atomes Hat, contient les termes relie´s aux degre´s de
liberte´s externes et internes des atomes et peut s’expliciter sous la forme :
Hati =
P2i
2M
+
∑
α
p2i,α
2mα
+ V
(Coul)
i,α (2.65)
A ce stade il est utile de discuter des diﬀe´rents termes que nous avons obtenus dans
les e´quations (2.63)-(2.64) et nous introduirons ensuite les dernie`res approximations que
nous allons faire dans la suite de cette e´tude.
Premie`rement, le troisie`me terme de l’e´quation (2.63) ne de´crit plus exactement le
champ libre. En eﬀet apre`s lui avoir applique´ la transformation unitaire UHRU , cet ope´-
rateur n’agit plus exclusivement dans le sous espace de Hilbert du champ ER mais aussi
dans le sous espace des degre´s de liberte´s externe des atomes, et est donc relie´ aussi au
champ correspondant au mouvement des particules.
Ensuite la fre´quence de coupure kC , qui garantit la non divergence des termes V
(Coul)
i
et ǫ
(Dip)
i , n’a pas e´te´ introduite explicitement. En eﬀet ces termes contribuent ensuite a`
la de´ﬁnition de la transition atomique et peuvent eˆtre non ne´gligeables dans les e´tudes
des de´placements en fre´quences des niveaux d’e´nergies. Cependant il a e´te´ montre´ par des
approches diagrammatiques, que les me´canismes principaux entrant dans ces processus
de de´placement d’e´nergie e´taient ge´ne´ralement relie´s aux transferts d’excitations entre les
particules plutoˆt qu’a` la conside´ration des e´nergies propre (coulombienne et dipolaire)
des particules [12], ces dernie`res amenant une correction syste´matique a` ces eﬀets. Le but
principal de cette e´tude n’e´tant pas de discuter en de´tail du de´placement de Lamb nous
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incorporerons par la suite les de´ﬁnitions des termes d’e´nergies propres a` la de´ﬁnition de
la transition atomique.
Il est e´galement a` noter la pre´sence d’un terme de contact qui est le deuxie`me terme de
l’e´quation (2.64) ce terme utilise´ dans beaucoup de re´fe´rences [24],[47], et qui sera ne´glige´
dans la suite de cette e´tude. En eﬀet ce terme re´gularise le Hamiltonien et empeˆche les
e´tats propres de diverger lorsque deux atomes sont trop proches. Il existe des solutions
alternatives [22] consistant a` conside´rer un volume d’exclusion autour des atomes (sphe`re
dure) aﬁn de limiter l’inﬂuence de cette divergence due a` la proximite´ entre deux parti-
cules. L’ide´e principale e´tant que lorsque deux particules se retrouvent a` une distance tre`s
infe´rieure a` la longueur d’onde, les niveaux d’e´nergies s’en retrouvent de´place´s de telle
manie`re que ce sous syste`me ne peut plus se coupler au reste des particules.
Enﬁn les termes d’e´nergie cine´tique
P2i
2M
et
p2i,α
2mα
seront aussi ne´glige´s dans le reste de
cette e´tude aﬁn de rendre le proble`me moins complexe. Bien qu’il ait e´te´ discute´ dans
certains travaux [48] que ne´gliger le vitesse des particules permettait en eﬀet de ne´gliger
l’e´largissement Doppler associe´ a` cette vitesse mais ne permettait pas de ne´gliger les
de´placement en fre´quences lie´ a` la vitesse de recul ~kL/M lie´e a` l’absorption d’un photon
par un atome, conside´rer un vitesse re´siduelle nous permettant de ne´gliger les deux aurait
des conse´quences dramatiques sur les conclusions des re´sultats que nous obtiendrons par
la suite. Notre but e´tant de discuter de l’inﬂuence des e´tats coope´ratifs (sousradiants et
superradiants) sur la localisation du photon dans une vapeur atomique, si l’on conside`re
par exemple une vitesse re´siduelle, correspondant a` une tempe´rature de T = 10−3K, telle
que v ≃
√
kBT/M l’e´largissement Doppler sera en eﬀet ne´gligeable devant la largeur
naturelle de l’e´tat excite´ Γ0 = (2π)6MHz. Par contre cette vitesse re´siduelle aura pour
conse´quence un e´largissement Doppler dramatique et non ne´gligeable par rapport aux
e´tats sous radiant que nous conside´rerons qui sont de l’ordre 10−3−10−6Γ0. C’est pourquoi
il faut aussi ne´gliger le de´placement en fre´quence lie´ a` l’e´nergie de recul en conside´rant
que les atomes sont totalement au repos. Il est cependant capital de souligner que les
me´canismes d’e´largissement de l’e´tat excite´ (qu’ils soient relie´s a` la vitesse des atomes, ou
encore a` un couplage d’une particule avec un continuum) jouent un roˆle capital lors de
l’e´tude des e´tats sous radiant [49],[35][50] et doivent eˆtre prises en compte lors d’e´tudes
expe´rimentales de ces eﬀets. Nous posons donc que tous les eﬀets lie´s aux degre´s de liberte´s
externes des atomes seront donc ne´glige´s au cours de cette e´tude.
Comme nous l’avons dit dans la section pre´ce´dente, bien que la partie expe´rimentale
traite de travaux re´alise´s avec du Rubidium (87Rb), qui posse`de une structure interne
complexe, la transition que nous allons conside´rer pour cette e´tude the´orique est plus
proche d’e´tudes qui peuvent eˆtre re´alise´es avec du Strontium (86Sr), qui peut eˆtre mode´lise´
par une transition Jg = 0→ Je = 1. En restreignant notre e´tude au sous espace contenant
au plus une excitation (un photon ou un atome excite´) et qui est porte´ par les vecteurs
de base |G〉 = |g...g...g〉 ⊗ |~k〉, qui de´crit l’e´tat ou` tous les atomes sont dans leur e´tat
fondamental et les photon est soit hors du nuage soit en propagation libre, et les vecteurs
|ei〉 = |g...ei...g〉 ⊗ |0〉 qui de´crit l’e´tat ou` l’atome i est excite´, on peut re´exprimer la
partie atomique du Hamiltonien non perturbe´ (2.63), simpliﬁe´ par les hypothe`ses faites
pre´ce´demment, telle que :
Hati + ǫ
(Dip)
i =
N∑
i=1
(~ω0 + ~δω
(1)
0 )
∑
α
|eiα〉〈eiα| =
N∑
i=1
(~ω0 + ~δω
(1)
0 )
∑
α
S
(e)
i,α (2.66)
ou` S
(e)
i,α = |eiα〉〈eiα′ | est le projecteur sur l’e´tat excite´ de l’atome i selon la direction α,
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n’agissant que dans le sous espace de cet atome.
En conclusion de cette partie, en partant d’un Hamiltonien complexe exprime´ en jauge
(P.A) agissant dans l’espace de Hilbert des degre´s de liberte´s internes et externes des
atomes et de celui du champ, nous avons obtenu, par le biais de plusieurs approximations,
un Hamiltonien en jauge (D.E) n’agissant que dans le sous espace de Hilbert restreint
a` une excitation pour les degre´s de liberte´ des atomes et agissant aussi dans l’espace de
Hilbert du champ. Il faut admettre que cette repre´sentation est ultra simpliﬁe´e et nous
allons encore l’alle´ger par la suite. Cependant ce mode`le apparemment simple conserve
encore une certaine richesse.
2.3.b De´tails sur le Hamiltonien en jauge D.E .
Apre`s avoir de´rive´ le Hamiltonien en jauge (D.E), qui nous servira de point de de´part
aﬁn de d’obtenir l’objet principal de l’e´tude de ce chapitre, qui est le Hamiltonien eﬀectif
Heff , nous allons expliciter les diﬀe´rents termes qui composent le Hamiltonien et discuter
de certaines approximations qui peuvent avoir des conse´quences drastiques sur la physique
que nous e´tudions. En reprenant la de´composition faite a` la section pre´ce´dente :
H = H0 + VAR + VAL (2.67)
H0 correspond au Hamiltonien de´crivant la dynamique du syste`me non perturbe´ ”atome+champ”
et contient un premier terme HA correspondant au milieu atomique tel que :
HA =
N∑
i=1
~ω0
∑
α
|eiα〉〈eiα| =
N∑
i=1
~ω0
∑
α
S
(e)
i,α (2.68)
ou` ~ω0 correspond de´sormais a` l’e´nergie associe´e a` la transition entre l’e´tat fondamental
|g〉 et l’e´tat excite´ |eiα〉 de l’atome i a` laquelle on a incorpore´e la de´ﬁnition du de´place-
ment de Lamb pour un seul atome dans un souci de simplicite´. Le deuxie`me terme de ce
Hamiltonien non perturbe´ correspond au champ tel que :
HR =
∑
k,εˆ
~ωka
†
kεˆakεˆ (2.69)
avec ωk = kc la pulsation associe´ a` un photon de vecteur d’onde k tel que k = |k|, et
l’ope´rateur akεˆ (a
†
kεˆ), n’agissant quant a` lui que dans l’espace de Hilbert du champ de´crit
par la base des e´tats de Fock, est associe´ a` l’annihilation (cre´ation) d’un photon de vecteur
d’onde k et de polarisation εˆ tel que k · εˆ = 0.
Apre`s avoir ne´glige´ le terme de contact obtenu a` la section pre´ce´dente, le Hamiltonien
d’interaction VAR atomes-rayonnement s’explicite sous la forme :
VAR = −
N∑
i=1
Di.E(ri) (2.70)
ou` Di repre´sente l’ope´rateur dipoˆle de l’atome i et E(ri) repre´sente l’ope´rateur champ
e´lectrique transverse a` la position ri. On peut de´composer l’ope´rateur dipoˆle en la somme
de deux ope´rateurs telle que :
Di = D
(+)
i +D
(−)
i (2.71)
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avec D
(+)
i correspondant a` l’excitation de l’atome i tel que :
D
(+)
i = d
∑
α=x,y,z
|eiα〉〈gi|uˆα = d
∑
α=x,y,z
S
(+)
i,α uˆα (2.72)
ou` d est l’e´le´ment dipoˆle re´duit associe´ a` la transition e-g et D
(−)
i = [D
(+)
i ]
† correspond
a` la de´sexcitation de ce meˆme atome. On proce`de de la meˆme manie`re avec l’ope´rateur
champ e´lectrique en posant :
E(r) = E(+)(r) + E(−)(r) (2.73)
avec
E(+)(r) = i
∑
k,εˆ
√
~ωk
2ǫ0V akεˆe
ik.rεˆ (2.74)
ou` ǫ0 repre´sente la permittivite´ die´lectrique du vide et V le volume utilise´ pour quantiﬁer
le champ e´lectrique. Ici l’ope´rateur E(+)(r) correspondant au champ e´lectrique transverse
associe´ a` l’annihilation d’un photon et celui associe´ a` la cre´ation d’un photon est de´ﬁnit
tel que E(−)(r) = [E(−)(r)]†. Dans la situation ou` un champ cohe´rent externe est pre´sent
(champ Laser incident sur le nuage d’atomes), on doit aussi tenir compte du couplage
atome laser VAL tel que :
VAL = −
N∑
i=1
∑
α=x,y,z
~Ω0
2
(
S
(−)
i,α uˆαǫ0e
iωt−k.ri + S
(+)
i,α uˆαǫ0e
−iωt+k.ri
)
(2.75)
Ici Ω0 est la pulsation de Rabi du champ Laser incident, ω est la pulsation du laser et
ǫ0 sa polarisation. Il est a` noter que ce quatrie`me terme de l’Hamiltonien d’interaction
matie`re-rayonnement n’a e´te´ introduit que dans le but de servir de base aux explications
des mode`les the´oriques qui nous servirons lors de notre e´tude expe´rimentales des eﬀets
coope´ratifs dans les nuages d’atomes froids. En eﬀet lors de la de´rivation de l’Hamiltonien
eﬀectif Heff plus tard dans ce paragraphe tout comme pendant l’e´tude nume´rique de ses
valeurs propres nous ferons l’hypothe`se de l’absence d’un champ incident en imposant par
conse´quent la quantite´ Ω0 = 0.
A ce stade l’approximation de l’onde tournante n’est pas faite pour le terme d’interac-
tion matie`re rayonnement VAR mais elle est faite pour le terme d’interaction matie`re laser
VAL. En eﬀet le terme d’interaction V a` l’e´quation (2.70) contient aussi bien les termes
re´sonnants E(+)D(+) et E(−)D(−) que les termes anti re´sonnants E(+)D(−) et E(−)D(+).
Cette approximation souvent faite dans d’autres e´tudes peut apporter des corrections non
ne´gligeables a` l’e´tude des eﬀets coope´ratifs. En eﬀet si cette approximation est faite de
manie`re trop pre´cipite´e elle peut conduire a` la non obtention des potentiels d’interactions
qui ont e´te´ de´rive´es de manie`re classique dans la premie`re section de ce chapitre, ou encore
a` un facteur 2 entre la partie re´elle et la partie imaginaire du potentiel d’interaction [51],
[52]. Une parade souvent utilise´e est d’e´tendre l’inte´gration sur les vecteur d’ondes k dans
l’espace re´ciproque aux fre´quences ne´gatives en inte´grant k entre −∞ et +∞ au lieu de 0
et +∞. Pour la de´rivation du potentiel d’interaction dans le cas vectoriel il ne faut surtout
pas faire cette approximation car elle nous fait ne´gliger des diagrammes d’e´nergie entre
les sous niveaux Zeeman et rendre la de´rivation du potentiel d’interaction inextricable.
De plus cette approximation peut avoir des conse´quences non ne´gligeables sur les de´pla-
cements en fre´quences des niveaux d’e´nergie. En eﬀet en faisant l’approximation de l’onde
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tournant nous ne´gligeons l’inﬂuence de photons, dit virtuels qui peuvent tout d’abord
contribuer au de´placement de Lamb du niveaux fondamental ou e´galement contribuer a`
celui de l’e´tat excite´ dans le cas d’un seul atome isole´ [13]. Il est aussi a` noter que dans le
cas d’un seul atome, les termes anti re´sonnant se moyennent a` 0 de manie`re formelle. Dans
une situation impliquant plusieurs atomes, faire l’approximation de l’onde tournant peut
amener a` changement de signe du de´placement collectif en fre´quences [53], ce qui peut
avoir un impact indirect sur le transfert d’excitation de certains e´tats tels que les e´tats
sousradiants. Pour re´sumer, dans les cas d’e´tudes pre´cises de de´placement de Lamb, de de´-
placement en fre´quences coope´ratifs ou encore dans l’e´tude des forces de Casimir-Polder,
l’approximation de l’onde tournant est a` faire avec pre´cautions.
2.4 De´rivation de l’Hamiltonien effectif.
Apre`s avoir explicite´ et discute´ des approximations du Hamiltonien matie`re rayonne-
ment que nous conside´rons, dans cette section nous allons de´river le Hamiltonien eﬀectif,
qui est le point de de´part de notre e´tude nume´rique. L’ide´e principale e´tant de s’aﬀranchir
tout d’abord des variables correspondant au champ aﬁn de ne conside´rer que les celles qui
sont relie´es aux atomes. Aﬃrmer que les e´tats propres du Hamiltonien eﬀectif repre´sentent
les e´tats atomiques est une ide´e errone´e, cependant la conside´ration de ces e´tats propres
peut nous amener une information inte´ressante sur la perturbation qu’induit le couplage
entre le champ et la matie`re sur les niveaux atomiques.
Commenc¸ons tout d’abord par re´soudre les e´quations d’e´volutions des ope´rateurs relie´s
au champ, qui sont les ope´rateurs cre´ation et annihilation. L’e´quation d’e´volution de
l’ope´rateur annihilation en repre´sentation de Heisenberg s’e´crit :
dakεˆ
dt
=
1
i~
[akεˆ, H] = −iωkakεˆ(t) +
N∑
j=1
√
ωk
2ǫ0V~Dj(t)εˆ
∗e−ik.rj (2.76)
Aﬁn d’obtenir cette expression il faut utiliser la relation de commutation [akεˆ, a
†
k
′εˆ′
] =
δ(k− k′)δεˆεˆ′ et la relation [A,BC] = [A,B]C + B[A,C]. La solution de l’e´quation (2.76)
peut s’e´crire de manie`re formelle telle que :
akεˆ(t) = e
−iωktakεˆ(0) +
1
~
∫ t
0
dt′
N∑
j=1
√
~ωk
2ǫ0VDj(t− τ)εˆ
∗e−ikrje−iωkτ (2.77)
avec τ = t− t′. Le premier terme de cette e´quation est relie´ au champ libre en l’absence de
sources et le deuxie`me terme est relie´ au champ source e´mis par les atomes. En re´injectant
le terme correspondant au champ source dans l’expression du champ e´lectrique transverse
au point ri (eq. (2.73)) on obtient l’expression :
E(ri, t) =
1
~
∑
j
∑
k,εˆ
∫ t
0
dτ
~ωk
2ǫ0V
[
iDj(t− τ)eik.(ri−rj)e−iωkτ εˆεˆ∗ + h.c
]
(2.78)
Il faut noter que par cette me´thode on s’est aﬀranchis des ope´rateurs correspondant
au champ (ope´rateurs cre´ation et annihilation) et que l’ope´rateur champ transverse ne
contient plus que des ope´rateurs atomiques.
Aﬁn d’obtenir l’expression du Hamiltonien eﬀectif nous allons utiliser la me´thode de
la re´solvante. Cette me´thode fre´quemment utilise´ dans les proble`mes a` N corps a e´te´
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introduite par Born-Oppenheimer en 1927 lors de leur e´tude des niveaux d’e´nergies e´lec-
tronique dans une mole´cule [54]. Elle consiste a` exprimer la re´solvante G(z) = 1/(z −H)
du Hamiltonien total en fonction de celle du Hamiltonien non perturbe´ G0(z) = 1/(z−H0)
et a` calculer sa restriction au sous espace de Hilbert que nous conside´rons, qui est celui
de´crivant une excitation au maximum dans le nuage. Rappelons tout d’abord que les e´tats
propres du Hamiltonien de´crivant le syste`me (eq. (2.67)) sont de´crits dans le sous espace
de Hilbert E = EA ⊗ ER, avec EA le sous espace de Hilbert correspondant au milieu ato-
mique et ER correspondant a` celui du champ. Le sous espace EA est de´crit par les e´tats de
base |G〉 = |gg...g...g〉 , de´crivant l’e´tat ou` tous les atomes sont dans leur e´tat fondamental
et |eiα〉 = |gg...eiα...g〉, de´crivant l’e´tat ou` l’atome i est excite´ selon sa composant α, quant
au sous espace ER il est de´crit par les e´tats |k, εˆ〉, repre´sentant un photon de vecteur
d’onde k et de polarisation εˆ, et |0〉, repre´sentant l’absence de photon dans les modes du
vide. L’espace de Hilbert E peut e´galement eˆtre de´compose´ en deux autre sous espaces
l’un correspondant a` la situation ou` le photon est absorbe´ par un atome, de´crit par l’e´tat
|E iα〉 = |gg...eiα...g〉 ⊗ |0〉 et l’autre correspondant a` la situation ou` tous les atomes sont
dans leur e´tats fondamental |G〉 = |gg...g...g〉 ⊗ |k, εˆ〉. En introduisant les projecteurs P
et Q sur ces deux derniers sous espaces tels que :
P |E iα〉 = |E iα〉, P |G〉 = 0 (2.79)
Q|E iα〉 = 0, Q|G〉 = |G〉 (2.80)
on peut de´sormais s’inte´resser a` l’amplitude de transition entre un e´tat |ΨI〉 ou` l’excitation
est dans le nuage, appartenant par conse´quent a` l’espace de Hilbert de´crivant les e´tats
excite´s atomique EA, et un autre e´tat |ΨF 〉 appartenant au meˆme sous espace de Hilbert.
Pour cela il faut calculer l’e´le´ment de matrice TIF = 〈ΨF |T |ΨI〉 de l’ope´rateur T tel que
T = V +V GV . En se servant des projecteurs de´ﬁnis a` l’e´quation (2.80) on peut exprimer
l’e´le´ment de matrice TIF tel que :
TIF = 〈ΨF |(V + V G(EI + iη)V )|ΨI〉 = 〈ΨF |(V + V PG(EI + iη)PV )|ΨI〉 (2.81)
η e´tant une quantite´ re´elle et positive que l’on fera tendre vers 0 a` la ﬁn du calcul et EI =
~ω0 (on conside`re que le photon incident est a` re´sonance). En introduisant l’ope´rateur
de´placement R(z) tel que :
R(z) = V +
Q
z −QH0Q−QV Q (2.82)
et en se servant de la de´ﬁnition [34] :
PG(EI + iη)P =
P
EI + iη −Heff (2.83)
avec Heff = PH0P + PR(z)P , on peut de´sormais expliciter les e´le´ments de matrice de
l’ope´rateur de´placement et par conse´quent ceux du Hamiltonien eﬀectif. En utilisant l’ex-
pression pre´ce´demment obtenue pour l’ope´rateur champ e´lectrique a` l’e´quation (2.78) dans
la de´ﬁnition du Hamiltonien d’interaction V , et en se servant du fait que les ope´rateurs
P et Q sont des projecteurs sur deux sous espaces comple´mentaires tels que P 2 = P ,
Q2 = Q et Q = 1 − P , l’e´le´ment de matrice de l’ope´rateur de´placement peut s’expliciter
sous la forme :
〈E jα′ |R(z)|E iα〉 =
d2
2ǫ0V
∑
k,εˆ
~ωkεˆα.εˆα′
eik.|ri−rj |
z − ~ω0 (2.84)
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Pour i = j cette expression se re´duit a` un imaginaire pur correspondant a` la largeur
naturelle de l’e´tat excite´ Γ0 que l’on a exprime´ pour une transition Jg = 0→ Je = 1, telle
que :
〈E iα′ |R(z)|E iα〉 = −i
~Γ0
2
δαα′ (2.85)
ou` la de´ﬁnition de Γ0 est la meˆme que celle donne´e pre´ce´demment a` l’e´quation (2.32).
Il est a` noter que nous avons perdu l’information sur le de´placement de Lamb d’un seul
atome, qui aurait e´te´ la partie re´elle de l’expression pre´ce´dente, car nous avons l’avons
incorpore´ a` la de´ﬁnition de ω0.
Pour i 6= j, en faisant l’approximation de Markov :
〈E iα′ |R(z)|E jα〉 = −i
~Γ0
2
gαα′(rij) (2.86)
ou` rij = ri − rj repre´sente la distance entre les atomes i et j et gαα′(rij) est le potentiel
d’interaction obtenu dans le cas vectoriel a` la section 1.1 tel que 4 :
gαα′(rij) =
3
2
eik0rij
k0rij
[(
−1− i
k0rij
+
1
(k0rij)2
)
δαα′
+
(
1 +
3i
k0rij
− 3
(k0rij)2
)
rαrα′
r2
] (2.87)
avec rij = |ri − rj|. On peut donc expliciter au ﬁnal un Hamiltonien eﬀectif Heff du
syste`me, de´crivant sa relaxation dans les modes du vide, tel que
Heff =
N∑
i=1
∑
α,α′
−i~Γ0
2
δαα′ | eiα〉〈eiα′ |
+
~Γ0
2
∑
i 6=j
∑
α,α′
gαα′(rij) | eiα〉〈ejα′ |
(2.88)
Il est a` noter que contrairement a` d’autre e´tudes portant sur des eﬀets de localisation
d’Anderson [55][44][36][56], ce Hamiltonien de´crit un de´sordre totalement hors diagonal,
et que l’interaction entre chaque paires d’atomes sera de´crite par une matrice 3 × 3, un
syste`me contenant N atomes sera donc de´crit pas un Hamiltonien eﬀectif de dimension
3N×3N . Les e´tats propres de ce Hamiltonien de´crivent l’excitation a` l’inte´rieur du syste`me
couple´e aux diﬀuseurs, qui sont les atomes dans notre cas. Il faut aussi souligner l’absence
d’un terme correspondant au champ incident, ce qui rend l’e´quation (2.88) diﬀe´rente des
expressions obtenues pour des Hamiltoniens eﬀectifs dans d’autres e´tudes sur l’interaction
de la lumie`re avec un nuage d’atomes [57][58]. Une remarque important est aussi de voir
que ce Hamiltonien eﬀectif est un ope´rateur non hermitien. En eﬀet ses valeurs propres
Λi sont de la forme :
Λi = Ei − iΓi
2
(2.89)
ou` Ei repre´sente la position en fre´quence de l’e´tat propre |Ψi〉 et Γi sa largeur, et il faut
admettre que pour des syste`mes contentant plus de N = 2 atomes ses e´tats propres sont
ge´ne´ralement non orthogonaux (〈Ψj|Ψi〉 6= 0). Enﬁn il est utile de citer que ce Hamiltonien
4. Il est a` noter que l’approximation d’une diffusion quasi re´sonante (ω ≃ ω0) a e´te´ faite afin d’obtenir
le potentiel d’interaction de l’Hamiltonien effectif, ce qui nous permet de remplacer k = |k| par k0 = k0.
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eﬀectif, malgre´ sa non hermicite´, a e´te´ de´ja` utilise´ pour calculer le spectre de la lumie`re
dans une structure pe´riodique compose´e d’atomes [37], en utilisant de la lumie`re vectorielle
tout en conside´rant aussi bien leur degre´s de liberte´s internes (transition Jg = 0→ Je = 1)
et externes (vibration de l’atome dans le pie`ge harmonique).
Aﬁn de de´river le potentiel d’interaction dans le cas scalaire, il faut moyenner la position
de paires d’atomes i et j sur leur diﬀe´rentes orientations angulaires [48]. En proce´dant
de cette manie`re, le terme
rαrα′
r2
se moyenne a` ze´ro pour α 6= α′ et se moyenne a` 1/3
pour α = α′, ce qui nous permet d’obtenir un ope´rateur dont les e´le´ments sont trois fois
de´ge´ne´re´s et qui peut se re´duite sou la forme d’un ope´rateur N ×N tel que :
g(rij) = −e
ik0rij
k0rij
(2.90)
ce terme de couplage repre´sente le potentiel d’interaction entre les atomes dans le cas
scalaire et correspond aussi a` la matrice de Green qui a e´te´ de´rive´e au de´but de ce chapitre
a` l’e´quation (2.12).
Les identite´s utilise´es et les discussions sur les diﬀe´rentes approximations (Born-Markov,
Approximation de l’Onde tournante,...) aﬁn d’obtenir l’Hamiltonien eﬀectif dans les cas
scalaires et vectoriel se trouvent dans l’Annexe A ou` nous de´rivons a` partir de l’Hamilto-
nien d’interaction matie`re rayonnement l’e´quation sur les dipoˆles couple´s. Il est e´galement
important de souligner que les eﬀets de retards, lie´s au temps de propagation du photon
entre deux e´ve`nements conse´cutifs d’absorption re´e´mmission par deux atomes diﬀe´rents,
ont e´te´ ne´glige´s. Certains travaux [23] se sont penche´s sur les conse´quences de telles ap-
proximations dans une situation de´crivant deux atomes couple´s via un champ vectoriel.
Il est inte´ressant de noter que certaines e´tudes admettent que les eﬀets de localisation de
la lumie`re sont majoritairement cause´s par un de´sordre radial plutoˆt que par un de´sordre
angulaire [15]. En eﬀet l’expression de´crite a` l’e´quation (2.90) pre´sente une invariance
par rotation et ne conside`re qu’un de´sordre purement radial, ce qui n’est pas le cas de
l’e´quation (2.87) qui, avant d’eˆtre moyenne´e sur les orientations des paires d’atomes,
pre´sente a` la fois un de´sordre radial et un de´sordre angulaire. Cependant meˆme si nous
verrons par la suite que ne conside´rer qu’un de´sordre radial favorise certains eﬀets que
l’on pourrait qualiﬁer de localisation du photon a` l’inte´rieur du nuage, il n’est pas e´vident
de pre´dire a` priori que les eﬀets de localisation sont principalement dus a` un de´sordre
radial.
Enﬁn il est important de souligner qu’au meˆme titre que les e´quations (2.12) et (2.29),
qui ont e´te´ de´rive´es de manie`res classique, les ope´rateurs correspondant le Hamiltonien
eﬀectif dans les cas scalaires (eq. (2.90)) et vectoriel (eq. (2.87)) appartiennent eux aussi
a` la grande famille des Matrices Ale´atoires Euclidiennes. Les spectres de ces matrices
de´sordonne´s, e´tudie´es depuis les anne´es 1960 dans de nombreux domaines diﬀe´rents de
la physique, peuvent pre´senter des proprie´te´s remarquables dans certains cas limites no-
tamment pour des ope´rateurs hermitiens. Avant de pre´senter nos re´sultats nume´riques,
il est donc utile de faire un bref rappel des e´le´ments the´oriques qui ont e´te´ e´labore´s aﬁn
de de´crire les comportements des valeurs propres des Matrices Ale´atoire Euclidiennes en
ge´ne´ral et de faire un bref e´tat de l’art sur les travaux the´oriques portant sur l’e´tude des
eﬀets coope´ratifs et de la localisation d’Anderson de la lumie`re.
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3 Matrices ale´atoires euclidiennes, localisation d’An-
derson de la lumie`re et Effets coope´ratifs.
Cette section a pour but de faire un e´tat de l’art sur les travaux the´oriques, e´labore´s par
d’autres e´quipes et inscrits dans le contexte des recherches mene´es au cours de ce travail de
the`se, que ce soit dans le domaine de la localisation d’Anderson de la lumie`re, de l’e´tude
des eﬀets coope´ratifs, ou encore des proprie´te´s mathe´matiques des Matrices Ale´atoires
Euclidiennes non hermitiennes, qui composent l’ensemble d’objets mathe´matiques auquel
appartient l’Hamiltonien eﬀectif que nous avons pre´ce´demment de´rive´.
Cette partie n’a aucunement la pre´tention d’amener des e´le´ments de recherche nouveaux
dans le cadre des travaux portant sur les eﬀets coope´ratifs et la localisation d’Anderson
mais plutoˆt d’eﬀectuer un bref rappel sur les concepts fondamentaux e´tablis dans chaque
domaines aﬁn de justiﬁer certains approches que nous eﬀectuerons lors de notre e´tudes
nume´rique des e´tats propres de l’Hamiltonien eﬀectif. En eﬀet comme nous avons pu
l’e´voquer pre´ce´demment, le support mathe´matique, qui est l’Hamiltonien eﬀectif, utilise´
aﬁn de mener notre e´tude nume´rique sur les eﬀets coope´ratifs et la localisation d’Anderson,
n’est pas commune´ment utilise´ aﬁn d’e´tudier ces phe´nome`nes physiques. C’est pourquoi il
est important de souligner les analogies mais aussi les diﬀe´rences fondamentales existantes
entre le mode`les que nous conside´rons et les autre mode`les utilise´s pour e´tudier les eﬀets
de localisation fortes due au de´sordre et les eﬀets coope´ratifs lie´ a` la synchronisation des
dipoˆles atomiques.
Dans un premier temps nous allons rappeler certaines proprie´te´s ge´ne´rales de Matrices
Ale´atoires Euclidiennes qui nous seront utiles lors de notre e´tude nume´rique, nous discute-
rons par la suites des diﬀe´rents travaux qui ont e´te´ re´alise´s sur la localisation d’Anderson
pour des ondes e´lectromagne´tique notamment pour la lumie`re et nous discuterons des
diﬃculte´s que comprennent les travaux e´tudiants les eﬀets lie´s au de´sordres tout en consi-
de´rant des interactions longues porte´es. Nous pre´senterons ensuite certains travaux qui
ont e´te´ mene´s sur les eﬀets coope´ratifs et les diﬀe´rents mode`les utilise´s pour les e´tudier.
3.1 Quelques comportements singuliers des spectres des ma-
trices ale´atoires et des matrices ale´atoires Euclidiennes.
L’inte´reˆt porte´ aux matrices ale´atoires en ge´ne´ral a trouve´ son e´lan dans les travaux
d’Euge`ne Wigner, dans les anne´es 50, aﬁn de de´crire les proprie´te´s statistiques des spectres
de diﬀusions des neutrons dans les noyaux lourds. Des re´sultats expe´rimentaux dans ce
domaine avaient e´te´ obtenus de`s les anne´es 30 par Fermi, qui tentait de sonder la structure
des noyaux lourds, et a` l’exception des premiers e´tats excite´s, qui pouvaient eˆtre de´crit
par les mode`les standard de Physique Nucle´aire tel que le mode`le en couche, la pre´sence
de certains e´tats lie´s aux tre`s longs temps de vies restait inexplique´e. C’est dans le but
de s’aﬀranchir de la complexite´ lie´e a` la structure de ces noyaux lourds que Wigner s’est
inte´resse´ aux proprie´te´s statistiques de deux e´tats conse´cutifs en e´nergies ramenant ainsi
le proble`me a` l’e´tude d’un syste`me a` deux niveaux [59, 60]. En conside´rant des matrices
syme´triques dont les e´le´ments non diagonaux sont des variables ale´atoires gaussiennes,
Wigner a re´ussi a` pre´dire les proprie´te´s statistiques de leurs spectre notamment en carac-
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te´risant leurs proprie´te´s locales telles que les distributions P (s) des e´carts entre niveaux
d’e´nergies conse´cutifs s = En+1 − En telles que :
PW (s) = As
βe−Bs
2
(2.91)
permettant ainsi l’e´tablissement des trois grands ensembles : l’Ensemble Gaussien Ortho-
gonal (GUO et β = 1), l’Ensemble Gaussien Unitaire (GUE et β = 2), l’ensemble Gaussien
symplectique (GUS et β = 4) avec A et B des constantes nume´riques de normalisation.
L’e´tablissement ont e´te´ a` la base de nombreux travaux qui ont suivis sur les proprie´te´s
statistiques pour diﬀe´rents ope´rateurs (Matrice de diﬀusion S, Matrice de Green G) tout
d’abord dans le domaine de la Physique Nucle´aire puis dans d’autres domaines de la Phy-
sique en ge´ne´ral. Nous reviendrons brie`vement sur ces proprie´te´s statistiques au prochain
chapitre lorsque nous pre´senterons nos re´sultats nume´riques sur les valeurs propres de
l’Hamiltonien eﬀectif.
A la diﬀe´rence des Matrices Ale´atoires originalement conside´re´es par Wigner ou encore
Dyson [61], il est e´vident que les termes non diagonaux de l’Hamiltonien eﬀectif (eq.
(2.88)) que nous conside´rons dans les cas scalaire (eq. (2.90)) et vectoriel (eq. (2.87))
ne sont en aucun cas de variables ale´atoires gaussiennes inde´pendantes. En eﬀet dans la
situation que nous conside´rons, les variables ale´atoires inde´pendantes sont les positions
{ri} des atomes (ou des dipoˆles) et les e´le´ments non diagonaux de l’Hamiltonien eﬀectif
sont caracte´rise´s par une fonction f(ri, rj) de´pendant des positions relatives entre les
diﬀe´rents e´le´ments, qui sont dans notre cas des atomes, place´s ale´atoirement dans l’espace
euclidien. C’est pourquoi l’Hamiltonien eﬀectif Heff que nous conside´rons appartient a` la
famille des Matrices Ale´atoires Euclidiennes qui peuvent eˆtre de´ﬁnies telles que :
Aij = 〈ri|A|rj〉 = f(ri, rj) (2.92)
ou` Aij repre´sente l’e´le´ment d’un ope´rateur A appartenant a` l’ensemble des matrices ale´a-
toires euclidiennes, ri et rj repre´sentent les positions des e´le´ments i et j dans l’espace
Euclidien de dimension d et f est une fonction quelconque de´pendant des positions des
e´le´ments i et j. Dans notre cas la fonction f est la fonction de Green scalaire (eq.( 2.90))
ou la fonction de Green dyadique (eq. (2.87)). D’une manie`re ge´ne´rale, de nombreux tra-
vaux ont e´te´ mene´s sur les Matrices Ale´atoires Euclidiennes au cours des anne´es 1990 dans
des e´tudes portant par exemple sur les e´tats vibrationnels de phonons dans des cristaux
de´sordonne´s [62, 63][64], les transport d’e´lectrons dans des semi-conducteurs de´sordonne´s
[65][66] ou bien encore l’interpre´tation du pic bosonique pour des phonons dans des li-
quides amorphes tre`s refroidis [67]. La complexite´ de ces syste`mes re´sidant dans le de´sordre
de´crit par les positions des e´le´ments qui les constituent.
Tout comme pour les matrices ale´atoires en ge´ne´ral, les situations conside´rants des
ope´rateurs non hermitiens ont tre`s rapidement e´te´ prises en compte par la suite pour
les matrices ale´atoire euclidiennes et certaines proprie´te´s remarquables de leurs valeurs
propres dans le plan complexe ont pu eˆtre e´tablies tout comme le domaine circulaire
contenant les valeurs propres qui a e´te´ aussi bien pre´dite the´oriquement dans le domaine de
la Physique Nucle´aire [68] et observe´ nume´riquement pour les poˆles de la matrice de Green
[69, 70, 25, 71]. La plupart des proprie´te´s connues pour les Matrices Ale´atoires Euclidiennes
non hermitiennes sont issues des re´sultats nume´riques qui ont e´te´ obtenus dans le cadre
d’e´tudes portant sur l’interaction matie`re rayonnement comme par exemple les instabilite´
dynamiques de speckle cause´es par la non line´arite´ du milieux [72], la localisation forte
d’onde de matie`re en 2 et 3 dimensions [73][27] ou encore l’e´tude d’un seuil pour le laser
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ale´atoire compose´ d’atomes en pre´sence d’un milieux a` gain [74][75]. Plus re´cemment des
travaux se sont penche´s sur le comportement de la densite´ d’e´tat des valeurs propres selon
l’axe imaginaire puis selon l’axe re´el [76] et ont ensuite obtenus des solutions exactes sur
le comportement de la frontie`re du domaine comportant les valeurs propres dans le plan
complexe quelle que soit la taille L et le ratio taille sur nombre d’e´le´ments contenus dans
le syste`me [77].
Nous avons donc vu dans cette section que l’e´tude des Matrices Ale´atoires Euclidienne,
qu’elles soient hermitiennes ou non hermitiennes, concerne de nombreux domaines dif-
fe´rents de la Physique et qu’au premier abord il est tre`s diﬃcile d’obtenir des solutions
analytiques de´crivant les comportements de leur spectres dans n’importe quelles limites
(grande densite´, petites tailles, grand nombre d’e´le´ments,...). C’est pourquoi aﬁn d’obtenir
des solutions a` ces proble`mes a` N corps l’outil nume´rique est capital. Apre`s avoir passe´ en
revue quelques proprie´te´s fondamentales de ces objets mathe´matiques, nous allons faire
un bref e´tat de l’art en deux sous parties sur les deux phe´nome`nes physiques qui nous in-
te´ressent : la localisation d’Anderson de la lumie`re et les eﬀets coope´ratifs (Superradiance
et Sousradiance de Dicke). Nous n’e´noncerons que les re´sultats importants qui ont un
inte´reˆt dans le contexte de ce travail de the`se et nous terminerons enﬁn par un aperc¸u des
travaux utilisant des Matrices Ale´atoires Euclidienne et traitant soit de la coope´rativite´
soit de la localisation d’Anderson.
3.2 Localisation d’Anderson et interactions longues porte´es.
Dans son papier original, traitant de l’absence de transport d’e´lectrons dans des mi-
lieux de´sordonne´s [4], Anderson s’est inte´resse´ aux e´tats propres de l’Hamiltonien HDTBH
de´crivant un e´lectron fortement lie´ dans un milieu de´sordonne´ tel que :
HDTBH =
∑
n
Vn|n〉〈n|+
∑
n,m
t|m〉〈n| (2.93)
commune´ment appele´ ’Disordered Tight Binding Hamiltonian’ et ne conside´rant que les
interactions entre sites plus proches voisins. Dans l’e´quation (2.93), le premier terme
repre´sente un de´sordre diagonal avec Vn une variable ale´atoire inde´pendante de variance
W , originalement gaussienne telle que 〈ViVj〉 = δij, repre´sentant l’e´nergie du site n et le
deuxie`me terme de cette e´quation, repre´sentant le saut de l’e´lectron d’un site a` l’autre
ou` t est relie´ a` la probabilite´ qu’a l’e´lectron de passer d’un site |n〉 vers son plus proche
voisin |m〉. Il est clair que l’Hamiltonien de´crit a` l’e´quation (2.93) est fondamentalement
diﬀe´rent de l’Hamiltonien eﬀectif que nous conside´rons (eq. (2.88)) dans la mesure ou` ce
dernier ne conside`re qu’un de´sordre non diagonal et aussi des interactions tre`s longues
porte´es (en 1/k0r).
Bien que les e´tudes suivant ce papier fondateur ont e´te´ d’un grand inte´reˆt notamment
dans le cadre de la Physique Me´soscopique ou encore de la Physique du Solide, leurs but
a e´te´ avant tout de relier les proprie´te´s statistiques spectrales de l’Hamiltonien de´crit a`
l’e´quation (2.93) aux proprie´te´s de transport dans les mate´riaux par le biais de quantite´s
telles que la conductance [78] le produit entre le nombre d’onde k0 et le libre parcours
moyen de transport l∗ [79], ou encore de trouver des crite`res d’universalite´ propres a`
la transition de phase, existant pour un milieu a` 3 dimensions, aﬁn de de´velopper une
the´orie d’e´chelle base´e sur un unique parame`tre [20][80]. Malgre´ ces conside´rables avan-
ce´es, le proble`me de l’inﬂuence d’interactions longues porte´es sur les eﬀets de localisation
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fortes lie´s au de´sordre sont reste´s pendant de nombreuse anne´es une question ouverte bien
qu’Anderson dans son papier original e´mettait une certaine re´serve sur la validite´ de ses
re´sultats dans le cas d’une d’interaction dipolaire (en 1/r3) [4] aucune preuve formelle ne
venait de´montrer ces aﬃrmations.
C’est lorsque l’inte´reˆt s’est porte´ sur la supraconductivite´ que la question de l’inﬂuence
des interactions longues porte´es sur les eﬀets de localisation forte a e´te´ aborde´e de manie`re
se´rieuse [81][82]. En eﬀet plusieurs expe´riences mene´es dans les anne´es 80 ont observe´es
qu’au-dessus d’un certain seuil de de´sordre W associe´ a` la densite´ spatiale ρ = N/V
d’impurete´s (avec N le nombre d’impurete´s et V le volume du syste`me) :
W ∝ ρ, (2.94)
la tempe´rature critique Tc [83] diminuait de manie`re drastique ou encore que le second
champ critique Hc2 [84] pre´sentait un comportement anormal ce qui n’e´tait pas pre´dit par
les mode`les de´crivant des supraconducteurs contenant des impurete´s. De`s lors plusieurs
the´ories ont essaye´es d’expliquer ces comportement par de la diﬀusion anormale pre`s du
point critique dans la phase me´tallique ayant pour conse´quence une diminution de la lon-
gueur de cohe´rence de la tempe´rature critique ou encore l’inﬂuence sur ces comportement
d’une re´pulsion coulombienne eﬀective.
C’est au de´but des anne´es 90 qu’une partie de la re´ponse a e´te´ obtenue, du moins pour
le Tight Binding Hamiltonian, par L. V. Levitov [85], qui a de´montre´ que la localisation
des e´tats vibrationnels e´tait de´truite par l’interaction dipolaire (∝ r−3) entre les sites dans
un milieu a` trois dimensions. Ce re´sultat a ensuite e´te´ ge´ne´ralise´ [86] pour un milieu de
dimension d ou` le potentiel d’interaction V (r − r′) entre les sites de´croˆıt en fonction de
leur distance relative en suivant une loi de puissance telle que V (r− r′) ∝ |r− r′|−α. Pour
α ≤ d il a e´te´ trouve´ qu’il n’y avait pas de localisation que ce soit en pre´sence d’un milieu
peu ou tre`s de´sordonne´ alors que dans la situation ou` α > d les e´tats e´taient localise´s
au-dessus d’un certain seuil de de´sordre. Ces pre´dictions the´oriques ont e´te´ ve´riﬁe´es expe´-
rimentalement a` l’aide d’une chaˆıne de die´lectriques quasi 1-D ou` les modes Transverses
Magne´tiques TM e´taient de´couple´s des modes Transverses E´lectromagne´tiques TEM [87].
Pour les modes TM , dont la polarisation est paralle`le a` la chaˆıne de die´lectriques, il a
e´te´ observe´s que tous les modes e´taient localise´s alors que pour les modes TEM , dont la
polarisation est transverse a` la chaˆıne, certains e´taient e´tendus de manie`re critique sans
eˆtre localise´s. Nous verrons au prochains chapitre quelles sont les expressions de ces modes
TM et TEM que nous avons dans la situation ou` nous conside´rons N = 2 atomes. Il est
toutefois important de souligner que les e´tudes que nous avons mentionne´es pre´ce´dem-
ment conside`rent a` la fois un potentiel d’interaction en |r−r′|−α mais qu’elles conside`rent
e´galement un de´sordre sur site. Cette diﬀe´rence avec le mode`le que nous conside´rons, dont
le de´sordre est contenus dans les positions des sites ce qui n’est pas un de´sordre sur site,
peut rendre invalide les pre´dictions the´orique e´nonce´e pre´ce´demment.
Dans cette section, nous avons donc vu que la question de l’inﬂuence des interactions
longues porte´es sur les eﬀets de localisation forte lie´e au de´sordre e´tait encore une question
ouverte bien que certains e´le´ments de re´ponses ont e´te´ amene´s ces dernie`res anne´es.
3.3 Effets coope´ratifs et milieux de´sordonne´s de grandes tailles.
Les eﬀets coope´ratifs, tels que l’augmentation de l’e´mission cohe´rente (superradiance)
ou encore sa diminution (sousradiance), ont e´te´ pre´dit par Dicke en 1954 [6] pour un
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ensemble de N atomes, assimile´s a` des syste`mes a` deux niveaux |−〉, |+〉 contenus dans
un volume V infe´rieur a` la longueur d’onde λ, associe´e a` leur fre´quence de re´sonance ν telle
que λ = c/ν. Cependant aucune conjecture n’a e´te´ faite dans son e´tude sur un possible
agencement des atomes sur un re´seau pe´riodique ou sur un de´sordre dans leurs positions
respectives.
Contrairement a` la situation que nous e´tudions, ou` nous nous inte´ressons au cas d’un
seul e´tat excite´ pre´sent dans le syste`me ou d’un seul photon, Dicke a conside´re´ qu’initia-
lement tous les atomes e´taient dans leur e´tat excite´ :
|J = N
2
,M =
N
2
〉 = 1√
N
|e1, ..., ei, ..., eN〉, (2.95)
ou` N/2 > J > −N/2 repre´sente le moment cine´tique total du syste`me et J > M > −J
repre´sente l’inversion de population. Cet e´tat produit ne pre´sente aucune corre´lation entre
les atomes et c’est la de´sexcitation d’un atome qui va cre´er une cohe´rence de phase, lie´ a` la
superposition des e´tats du niveau J = N/2− 1, ayant pour conse´quence une acce´le´ration
de l’e´mission cohe´rente qui sera maximale lorsque la moitie´ des atomes seront excite´s.
De nombreux travaux traitent en de´tails les calculs sur le taux d’e´mission collectif sur
l’inte´gralite´ de la cascade radiative [14] pour des syste`mes dont la taille est infe´rieure
a` la longueur d’onde et une ge´ome´trie alternative a e´te´ e´galement conside´re´e ou` les N
atomes sont contenus dans un volume tre`s allonge´ en forme de cigare le long de l’axe de
propagation zˆ du faisceau incident. En eﬀet aﬁn d’e´tudier expe´rimentalement les eﬀets
coope´ratifs, le proble`me de la petite taille du syste`me devant λ s’est rapidement pose´ et
c’est pourquoi une partie de la the´orie s’est de´veloppe´e pour traiter des syste`me dont une
dimension est grande devant la longueur d’onde conservant les deux autres de l’ordre ou
petites devant λ.
Le cas que nous conside´rons correspond quant a` lui au dernier e´tage de la cascade
radiative (J = −N/2+1) pour un milieu de petite taille (L < λ) et le fait de ne pas savoir
quel atome est excite´ permet de cre´er la superposition d’e´tat syme´trique :
|s〉 = 1√
N
∑
i
|g1, ..., ei, ..., gN〉, (2.96)
associe´ a` l’e´tat superradiant, dont la de´croissance est :
Γc = NΓ0. (2.97)
A cet e´tat superradiant syme´trique il faut e´galement associer un e´tat sousradiant antisy-
me´trique dont le taux de de´croissance est tre`s faible, ce qui a pour conse´quences de pie´ger
l’excitation a` l’inte´rieur du syste`me par le biais d’interfe´rences destructives.
Cependant le proble`me lie´ a` la taille des e´chantillons aﬁn d’observer expe´rimentalement
cette de´croissance s’est rapidement pose´ et a e´te´ traite´ avec grand inte´reˆt au de´but dans
les anne´es 2000 [16, 88]. Certains travaux se sont penche´s sur le diagramme d’e´mission des
ces modes superradiants et sousradiants [89] alors que d’autre approches ont e´labore´ une
the´orie analytique comple`te [90]. Lorsque le syste`me ne contient qu’une seule excitation
et que sa taille est supe´rieure a` la longueur d’onde, la diﬃculte´ du proble`me re´side dans
la prise en compte de la propagation du photon entre deux atomes se traduisant par la
conside´ration d’un de´phasage associe´ a` la distance entre les particules. En eﬀet lorsque
tous les atomes sont contenus dans une longueur d’onde on peut conside´rer que le transfert
du photon d’un atome a` l’autre est imme´diat alors que lorsque la taille du syste`me devient
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grande devant la longueur d’on un de´phasage lie´ a` la distance relative entre les atomes
commence a` apparaˆıtre. Aﬁn de contourner cette diﬃculte´ la prise en compte d’un champ
incident de vecteur d’onde k0 et l’ajout d’une phase a` l’e´tat syme´trique (eq. (2.96)) :
|+〉i = 1√
N
eik0.ri
∑
i
|g1, ..., ei, ..., gN〉. (2.98)
Il est a` noter que ce type d’approximation est valide lorsque l’intensite´ du champ incident
est faible et que l’on conside`re que le photon eﬀectue au maximum un e´ve`nement de
diﬀusion 5. Dans ce cas de ﬁgure, il a e´te´ trouve´ que le taux d’e´mission collective de´pendait
du rapport entre le nombre d’e´le´ments N et le nombre de modes transverse contenus dans
le syste`me (k0L)
2. Ce rapport peut eˆtre directement associe´ a` l’e´paisseur optique b0 du
syste`me qui est de´ﬁnie au pre´facteur ge´ome´trique pre`s telle que
b0 ∝ N
(k0L)2
. (2.99)
Une remarque importante est que dans la limite des syste`mes de petite taille devant la
longueur d’onde, le nombre de modes transverses devient e´gal a` l’unite´ k0L ≃ 1 ce qui
nous permet de retrouver la limite de Dicke sur les taux d’e´mission collectifs (∝ NΓ0).
D’un point de vue expe´rimental, les expe´riences ayant de´tecte´es des e´tats superra-
diants sont plus communes que celle ayant de´tecte´es l’e´mission d’e´tats sousradiants. Ci-
tons d’abord celles ayant observe´es directement une signature de la superradiance dans
le domaine de l’optique dans une vapeur atomique de sodium [7, 91] ou bien encore en
utilisant une mesure indirecte a` l’aide d’un condensat de Bose-Einstein. En eﬀet les e´tats
superradiants e´tant plus robustes que les e´tats sousradiants leur de´tection expe´rimentale
a e´te´ mainte fois possible dans diﬀe´rents syste`mes. En ce qui concerne les travaux ex-
pe´rimentaux ayant observe´s une signature de la sousradiance, deux expe´riences ont e´te´
re´alise´es dans l’espace libre en utilisant une vapeur atomique de gallium [92] ou encore a`
l’aide de deux ions [93]. La diﬃculte´ de ce type d’expe´rience re´sidant dans le fait qu’une
re´duction du taux d’e´mission selon une mode et diﬃcile a` de´tecter.
Nous avons donc vu que les eﬀets coope´ratifs en plus d’eˆtre a` l’origine d’une aug-
mentation du taux d’e´mission (superradiance) de l’excitation hors du syste`me sont aussi
a` l’origine d’un pie´geage (sousradiance) de l’excitation a` l’inte´rieur de ce syste`me par
des eﬀets d’interfe´rences destructives. Ce dernier eﬀet, ou` l’excitation est suppose´e rester
ide´alement un temps inﬁni dans le syste`me peut pre´senter dans ses signatures aussi bien
the´oriques qu’expe´rimentales des similarite´s avec des eﬀets de localisation forte (localisa-
tion d’Anderson). Pour des syste`mes dont la taille est supe´rieure a` la longueur d’onde, il
est clair qu’une diﬀe´rence pourra eˆtre faite dans le sens ou` les eﬀets lie´s a` la coope´rativite´
sont cense´s de´pendre de l’e´paisseur optique b0 et ceux lie´s a` la localisation d’Anderson sont
cense´ de´pendre de la densite´ spatiale ρλ3 de diﬀuseurs dans le syste`me. Par contre pour
les syste`mes de petites tailles cette distinction risque d’eˆtre plus de´licate a` faire. Enﬁn
on peut conjecturer que les eﬀets coope´ratifs se produisent aussi bien dans des milieux
ordonne´es que de´sordonne´s alors que les eﬀets de localisation forte de type Anderson ne
se produisent que dans des milieux de´sordonne´s.
5. En re´alite´ il est plus pre´cis de dire que l’approximation Timed Dicke est valide dans le re´gime de
diffusion simple lorsque la pulsation de Rabi du faisceau incident est tre`s petite devant la largeur naturelle
de l’e´tat excite´ pour un atome unique (Ω0 ≪ Γ0).
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Dans cette partie nous e´tudions nume´riquement les e´tats propres de l’Hamiltonien ef-
fectif que nous avons de´rive´ au chapitre pre´ce´dent. Comme nous l’avons discute´ pre´ce´dem-
ment, cet ope´rateur appartenant a` la famille des Matrices Ale´atoires Euclidiennes (ERM)
est diﬃcilement inte´grable pour un syste`me contant plus de N = 2 atomes il faut donc
utiliser des approches nume´riques aﬁn de pouvoir se faire une ide´e sur le comportement
de son spectre en fonction des diﬀe´rents parame`tres du syste`me que nous conside´rons.
L’e´tude des e´tats et des valeurs propres de cet Hamiltonien eﬀectif peut eˆtre acheve´e
de deux manie`re diﬀe´rentes : soit en conside´rant son spectre dans son inte´gralite´, ce qui
est e´quivalent a` conside´rer les proprie´te´s statistiques des poˆles de sa re´solvante (la matrice
de Green) et donc d’eˆtre en mesure d’obtenir des informations sur les classes d’univer-
salite´s de ce syste`me [27, 70, 26], soit en conside´rant le spectre de la partie imaginaire
de cet Hamiltonien, ce qui est e´quivalent a` l’e´tude de la relaxation dans les modes du
vide d’un syste`me de N dipoˆles (atomes a` deux niveaux) couple´s par la biais du champ
e´lectromagne´tique qu’ils e´mettent [15][94]. Ces deux approches, utilisant le meˆme Hamil-
tonien eﬀectif, vont nous permettre de savoir si les eﬀets de localisation de la lumie`re dans
un nuage d’atomes froids (dipoˆles au repos) sont dus aux eﬀets coope´ratifs, re´sultants
de la synchronisation entre dipoˆles atomiques induite par les interactions longues porte´es
(sousradiance/superradiance) ou aux eﬀets cohe´rents d’interfe´rences destructives lie´s au
de´sordre (localisation d’Anderson). Ce type d’approche, malgre´ le fait de la non hermicite´
du Hamiltonien eﬀectif, est couramment utilise´e aﬁn d’e´tudier les e´tats propres d’un sys-
te`me ouvert [36, 44][95], permettant ainsi l’e´tablissement de comportements universels sur
les proprie´te´s statistiques des distributions des valeurs propres ou encore l’e´tablissement
de relations entre ces dernie`res et les proprie´te´s de transport du syste`me.
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Aﬁn de rendre cette e´tude plus exacte pour les syste`mes denses, nous tiendrons compte
du caracte`re vectoriel de la lumie`re, en conside´rant le terme de champ proche de l’interac-
tion dipoˆle-dipoˆle, et nous comparerons les re´sultats obtenus au cas scalaire, ou` les ondes
e´mises par les dipoˆles sont des ondes sphe´riques. Nous remarquerons que cette approxi-
mation scalaire, bien que plus pratique par son inte´grabilite´ analytique [77] [76], donne
des re´sultats singulie`rement diﬀe´rents lorsque l’on atteint des distances entre les diﬀuseurs
(les atomes) de l’ordre de la longueur d’onde associe´e a` leur transition atomique
1 Etude nume´rique des valeurs propres de l’Hamil-
tonien effectif d’interaction matie`re-rayonnement.
1.1 Approche nume´rique.
Aﬁn d’e´tudier nume´riquement les valeurs propres du Hamiltonien eﬀectif exprime´ a`
la section pre´ce´dente, nous avons tout d’abord ﬁxe´ la densite´ du syste`me ρλ3, avec ρ =
N/V , V = L3 e´tant le volume du cube et N le nombre d’atomes, que nous augmentons
progressivement pour conside´rer des syste`mes contenants entre 10 et 4000 atomes.
Aﬁn d’avoir une analogie avec les e´tudes sur la localisation d’Anderson nous nous
re´fe´rerons fre´quemment au nombre de Ioﬀe-Regel k0l [79], qui peut eˆtre vu comme le libre
parcours moyen de transport l :
l =
lsc
1− < cosς >, (3.1)
exprime´ en unite´ d’inverse de nombre d’onde k0 = ω0/c. Dans l’e´quation (3.1), la quantite´
lsc repre´sente le libre parcours moyen de diﬀusion e´lastique de´ﬁnit par :
lsc =
1
ρσ0
, (3.2)
ou` σ0 repre´sente la section eﬃcace de diﬀusion a` re´sonance et < cosς > est le parame`tre
d’anisotropie qui de´pend fortement de la manie`re dont va eˆtre redistribue´e l’e´nergie diﬀu-
se´e. Comme nous l’avons vu au de´but du chapitre pre´ce´dent (eqs. (2.52 et 2.54), la section
eﬃcace de diﬀusion n’aura pas la meˆme valeur dans les cas scalaire et vectoriel. En eﬀet
dans le cas scalaire son expression est σ
(s)
0 = 4π/k
2
0 alors que dans le cas vectoriel elle
diﬀe`re d’un pre´facteur nume´rique tel que σ
(v)
0 = (3/2)4π/k
2
0. Cela aura pour conse´quence
une diﬀe´rence entre les de´ﬁnitions des nombres de Ioﬀe-Regel entre ces deux cas telle que
k0l
(v) =
2
3
k0l
(s) (3.3)
pour une densite´ spatiale ρλ3 de diﬀuseurs donne´e. Cette diﬀe´rence quantitative dans la
de´ﬁnition du libre parcours moyen de diﬀusion lsc (et de manie`re e´quivalente celle du libre
parcours moyen de transport l) selon le cas que l’on conside`re, aura pour conse´quence
e´galement une diﬀe´rence quantitative de l’e´paisseur optique b0 dans les cas scalaire et vec-
toriel. Dans un souci de rigueur, lorsque nous parlerons du cas scalaire (ou respectivement
du cas vectoriel) exclusivement nous donnerons donc les pre´cisions b
(s)
0 pour l’e´paisseur
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optique et k0l
(s) pour le nombre de Ioﬀe-Regel (et respectivement b
(v)
0 et k0l
(v)) spe´ciﬁques
a` ce cas. Lorsque nous e´noncerons des conditions ou des proprie´te´s communes aux deux
cas nous ne ferons pas cette distinction.
En plus de cela, l’utilisation du crite`re de Ioﬀe-Regel k0l ne´cessite la prise de certaines
pre´cautions car la de´ﬁnition du libre parcours moyen de transport l telle qu’elle est de´-
ﬁnie a` l’e´quation (3.1) n’est valable que dans l’approximation de diﬀusion inde´pendante
(ISA) [96]. De plus nous avons e´nonce´ que le parame`tre d’anisotropie ou` < cosς >, ou`
〈.〉 repre´sente dans ce cas la moyenne angulaire, de´pend de la manie`re dont est redis-
tribue´e l’e´nergie diﬀuse´e. En eﬀet dans le cas d’une diﬀusion isotrope il se moyenne a`
ze´ro alors que dans le cas d’une redistribution des vecteur d’ondes k′ selon une direction
il se moyenne a` 1 aboutissant a` la divergence du libre parcours moyen, on peut donc
s’attendre a` ce que le libre parcours moyen de transport diverge localement lorsque deux
atomes sont tre`s proches l’un de l’autre et que le transfert d’un atome vers l’autre se fait
via le champ longitudinal (eq. 2.36) . Dans le cas scalaire, ou` les atomes sont de´crit par des
dipoˆles ponctuels dont le diagramme de rayonnement est isotrope le facteur d’anisotropie
se moyenne tout naturellement a` 0 et il en est de meˆme dans le cas vectoriel lorsque l’on
conside`re des dipoˆles e´loigne´e dont l’orientation de leur moment dipolaire est ale´atoire.
Cependant il peut y avoir des corrections au libre parcours moyen lorsque deux dipoˆles
sont tre`s proche l’une de l’autre dans le cas vectoriel. Dans cet ouvrage nous ne discu-
terons pas de manie`re formelle ces corrections, il faut donc voir le libre parcours moyen
de transport l et par conse´quent le crite`re de Ioﬀe-Regel (k0l ∼ 1) comme des quantite´s
qualitatives nous permettant de connaˆıtre quel est la densite´ effective du syste`me.
Fixer le nombre d’atomes et la densite´ du syste`me nous permet d’acce´der a` deux autre
parame`tres qui sont la taille du syste`me, que l’on exprimera en unite´s d’inverse de nombre
d’onde k0L et l’e´paisseur optique b0 = k0L/k0l. Ensuite nous tirons les positions des
atomes a` l’inte´rieur du syste`me et nous diagonalisons le Hamiltonien eﬀectif dans le cas
scalaire (eq. (2.90)) et vectoriel (eq.(2.87)) pour une meˆme conﬁguration atomique, aﬁn
d’avoir une comparaison assidue entre les cas scalaire et vectoriels. Enﬁn nous re´ite´rons
cette proce´dure pour moyenner sur diﬀe´rentes conﬁguration spatiales atomiques pour
augmenter notre statistique sur les distributions des valeurs propres. Dans cette e´tude le
nombre de conﬁgurations atomiques variera typiquement entre 10 et 100 conﬁgurations
atomiques. Enﬁn cette e´tude a e´te´ re´alise´e a` l’aide du logiciel MATLAB.
1.2 Etude du comportement des valeurs propres de l’Hamilto-
nien effectif pour N = 2 atomes.
La conside´ration du cas simple traitant seulement N = 2 atomes peut nous permettre
d’avoir une ide´e sur le comportement des valeurs propres dans le plan complexe dans des
cas comprenant plus d’e´le´ments. En eﬀet que ce soit dans le cas scalaire aussi bien que dans
le cas vectoriel, les expressions des valeurs propres pour deux atomes peuvent s’obtenir
de manie`re formelle. Dans le cas scalaire on obtient facilement que les valeurs propres
de´crivant un syste`me compose´ de N = 2 atomes sont syme´triques et non de´ge´ne´re´es telles
que :
Λ± = −~Γ0
2
(
i± e
ik0r
k0r
)
(3.4)
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Une e´tude rapide de cette expression nous montre que dans la limite ou` k0r → ∞ elles
vont se regrouper dans le plan complexe autour du point de coordonne´es (0,− i
2
) et lorsque
deux atomes sont proches l’un de l’autre (k0r → 0) leur parties imaginaires vont tendre
respectivement vers 0 et i et leur parties re´elles vers −∞ et +∞. Ces e´tats sont associe´s
aux e´tats sousradiant et superradiant pre´dit dans le papier original de R. H. Dicke [6].
Nombreuses sont les e´tudes qui discutent du comportement des paire d’atomes dans le
cas scalaire. En eﬀet, certains travaux on de´montre´s que les photons superradiant cre´aient
un potentiel attractif entre les paire d’atomes [97][48]. Tout comme dans ce travaux, on
peut aussi conside´rer se´pare´ment les parties re´elles et imaginaires de l’e´quation (3.4) et
remarquer que la partie re´elle, telle que :
ℜ(Λ±) = ∓~Γ0
2
cos(k0r)
k0r
(3.5)
qui est commune´ment appele´ cosinus cardinal, va diverger lorsque deux atomes seront tre`s
proches alors que la partie imaginaire, de´crite quant a` elle par un sinus cardinal telle que :
ℑ(Λ±) = −~Γ0
2
(1± sin(k0r)
k0r
) (3.6)
tendra soit vers la valeur 1 pour l’e´tat superradiant et la valeur 0 pour l’e´tat sousradiant.
En associant la position de l’e´tat d’excitation collective a` la partie re´elle des valeurs propres
telle que Eat = ℜ(Λ) et en associant la largeur Γat de cet e´tat telle que Γat = −2ℑ(Λ),
on remarque que l’e´tat superradiant correspond a` la valeur Λ+ et le sousradiant a` la
valeur Λ−. L’e´tat propre correspondant a` la valeur propre Λ+ peut s’exprimer dans la
base canonique tel que :
|Ψ+〉 = 1√
2
(|eg〉+ |ge〉) (3.7)
on peut donc remarquer que c’est un e´tat syme´trique, et celui correspondant a` l’e´tat
sousradiant s’exprime tel que
|Ψ−〉 = 1√
2
(|eg〉 − |ge〉) (3.8)
qui est un e´tat anti syme´trique.
L’obtention des valeurs propres pour N = 2 atomes dans le cas vectoriel, bien que d’ap-
parence plus complique´, peut eˆtre acheve´e de manie`re assez simple a` partir de l’e´quation
(2.87) et appliquant une rotation unitaire nous permettant de superposer l’e´tat |ezi 〉 (eq.
(2.55)) a` l’e´tat |eri 〉, ou` r dans ce cas bien pre´cis repre´sente l’axe portant la distance ato-
mique. Nous allons donc conside´rer un e´tat de polarisation dit longitudinal et deux e´tats
de polarisation transverses. Ayant eﬀectue´ cette transformation, le proble`me se re´duit a`
diagonaliser un ope´rateur 6× 6 diagonal par blocs ce qui est similaire a` la diagonalisation
d’une matrice 2 × 2. Au ﬁnal, on obtient deux valeurs propres de multiplicite´s mΛ = 1,
correspondant a` la situation ou` les deux moments dipolaires sont aligne´s selon le meˆme
axe tel que :
Λ
(1)
± = −
~Γ0
2
(
i± 3
2
eik0r
[
− 2i
(k0r)2
+
2
(k0r)3
])
(3.9)
et deux autres valeurs propres de multiplicite´s mΛ = 2, correspondant a` la situation ou`
les moments dipolaires sont orthogonaux entre eux tel que :
Λ
(2)
± = −
~Γ0
2
(
i± 3
2
eik0r
[
1
k0r
+
i
(k0r)2
− 1
(k0r)3
])
(3.10)
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Il est a` noter que les e´quations (3.9) et (3.10) correspondent aux modes transverse magne´-
tique (TM) et transverse e´lectrique (TEM) lorsque l’on conside`re une chaˆıne de diﬀuseurs
die´lectriques couple´s [87]. En eﬀet, que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel, le cas simple
a` deux atomes, place´s ale´atoirement dans un espace a` trois dimensions, peut eˆtre ramene´
a` un proble`me a` une dimension par le biais d’une rotation unitaire, ce qui nous permet
de de´coupler les modes transverse magne´tiques TM et e´lectriques TEM . Ce de´couplage
existant entre les modes transverse n’est valable que pour de proble`mes a` 1 dimension
spatiale et n’est plus valable lorsque l’on conside`re des dimensions supe´rieures (d = 2 et
d = 3), ce qui correspond pour nous au cas a` N = 3 atomes. Dans ce cas les modes TM
et TEM interfe`rent provoquant l’apparition de re´sonances dues a` ces interfe´rences. Dans
des proble`mes a` deux dimensions il est encore possible de privile´gier un certain type de
modes transverses ce qui n’est pas possible dans un proble`me a` trois dimensions, ce qui
fait toute la diﬃculte´ de ce type d’e´tudes dans des milieux a` trois dimensions.
Aﬁn d’obtenir les de´placements en fre´quences et les e´largissements spectraux associe´s
aux valeurs propres explicite´es aux e´quations (3.9) et (3.10) nous explicitons les parties
re´elles et imaginaires de ces deux expressions. Pour la valeur propre de multiplicite´mΛ = 1
on obtient pour le de´placement radiatif :
ℜ(Λ(1)± ) = ∓
~Γ0
2
(
3
[
sin(k0r)
(k0r)2
+
cos(k0r)
(k0r)3
])
(3.11)
et pour l’e´largissement spectral :
ℑ(Λ(1)± ) = −
~Γ0
2
(
1± 3
[
−cos(k0r)
(k0r)2
+
sin(k0r)
(k0r)3
])
. (3.12)
Pour la valeur propre de multiplicite´ mΛ = 2 nous obtenons pour le de´placement en
fre´quences :
ℜ(Λ(2)± ) = ∓
~Γ0
2
(
3
2
[
cos(k0r)
(k0r)
− sin(k0r)
(k0r)2
− cos(k0r)
(k0r)3
])
(3.13)
et pour l’e´largissement spectral :
ℑ(Λ(2)± ) = −
~Γ0
2
(
1± 3
2
[
sin(k0r)
(k0r)
+
cos(k0r)
(k0r)2
− sin(k0r)
(k0r)3
])
. (3.14)
En de´veloppant les e´quations (3.11) et (3.13) en k0r → 0, on remarque que les termes
dominants sont de l’ordre de cos(x)/x3 ce qui nous montre que les de´placements radiatifs
de´crits par ces expression vont diverger vers +∞ et −∞, par contre en de´veloppant les
parties imaginaires aux e´quations (3.12) et (3.14) on remarque que les termes en cos(x)/x2
et sin(x)/x3 vont se compenser a` l’ordre 0 et donner la valeur 1/3 a` l’ordre 1 ce qui montre
que les parties imaginaires de Λ
(1)
± vont converger vers le valeurs 0 et 1 respectivement.
De manie`re similaire au cas scalaire, les valeurs propres Λ
(1)
± (eq. (3.9))de multiplicite´
mΛ = 1 correspondent aux e´tats propres :
|Ψ(1)+ 〉 =
1√
2
(|ezg〉+ |gez〉) (3.15)
pour l’e´tat superradiant et :
|Ψ(1)− 〉 =
1√
2
(|ezg〉+ |gez〉), (3.16)
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pour l’e´tat correspondant a` l’e´tat sousradiant. De meˆme pour les e´tats propres associe´s
aux valeurs propres Λ
(1)
± (eq. (3.10)) de multiplicite´ mΛ = 2 sont :
|Ψ(2)+ 〉 =
1√
2
(|e(x,y)g〉+ |ge(x,y)〉) (3.17)
pour les e´tats superradiants et :
|Ψ(2)− 〉 =
1√
2
(|e(x,y)g〉+ |ge(x,y)〉), (3.18)
pour les e´tats sousradiants.
Il est utile de noter que les vecteurs de´cris par les e´quations (3.15) a` (3.18) sont ortho-
gonaux ce qui n’est plus le cas pour un syste`me contenant un nombre d’e´le´ments supe´rieur
a` N = 2 atomes. Il n’est cependant pas tout a` fait exact de dire que l’Hamiltonien eﬀectif
est hermitien pour N = 2 atomes et non hermitien pour N supe´rieur a` 2 atomes, cepen-
dant, dans le cas spe´ciﬁque de 2 atomes, le spectre du Hamiltonien eﬀectif est e´quivalent
au spectre de la somme de deux ope´rateurs hermitien qui sont sa partie re´elle et sa partie
imaginaire.
La ﬁgure 3.1 nous montre l’e´volution des largeurs Γat et des positions en e´nergies des
modes, associe´ aux e´tats d’excitation collective correspondant aux e´tats sousradiant et
superradiant, en fonction de la distance interatomique k0r dans les cas scalaire (ﬁgure de
gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite). On remarque bien la leve´ de de´ge´ne´rescence entre
les e´tats syme´trique et antisyme´trique apparaissant lorsque la distance interatomique est
de l’ordre de la longueur d’onde λ, associe´e a` la transition entre l’e´tat fondamental et
excite´ pour un atome unique.
1.3 Distributions des valeurs propres dans le plan complexe.
En se rappelant de la forme ge´ne´rale des valeurs propres de Heff (eq. (2.89)) et le
fait que ce soit un ope´rateur non hermitien, on peut pre´dire facilement qu’il y ait de
fortes chances pour que ses valeurs propres Λi aient des proprie´te´s remarquables dans
le plan complexe. En eﬀet, les ope´rateurs de´crits par les e´quations (2.90) et (2.87) ap-
partiennent a` la famille des Matrices Ale´atoires Euclidiennes (ERM), qui sont utilise´es
dans des domaines singulie`rement diﬀe´rents tels que l’e´tude des proprie´te´s statistique lie´es
a` la dynamique a` l’inte´rieur de noyaux atomiques [63] ou encore dans l’e´tude des e´tats
vibrationnels dans des milieux de´sordonne´s [98]. Dans le cadre de l’interaction matie`re-
rayonnement, plusieurs e´tudes les ont conside´re´es notamment pour traiter des proble`mes
concernant la localisation au sens d’Anderson d’ondes e´lectromagne´tiques dans un milieu
de´sordonne´ compose´ de die´lectrique a` trois dimensions [71]. C’est dans ce contexte que
les proprie´te´s dans le plan complexe des valeurs propres de l’hamiltonien eﬀectif Heff ont
commence´ a` eˆtre conside´re´es [25][70], aboutissant au de´veloppement de the´ories de´crivant
de manie`re rigoureuse leur comportements dans le plan complexe [77].
Pour une situation contenant plus de N = 2 atomes, il a e´te´ trouve´ [77, 76] que dans
la limite des milieux dilue´s ρλ3 ≪ 1 de taille supe´rieure a` la longueur d’onde k0L > 2π,
la distribution de valeurs propres dans le plan complexe e´tait contenue dans un cercle
dont le rayon e´tait proportionnel a` l’e´paisseur optique b0 tel que R ≃
√
b0/2. Cette
distribution circulaire, sans le comportement en e´paisseur optique, a e´te´ de´montre´e dans
les anne´es 80 dans le cadre de travaux mene´s sur Matrices Ale´atoires Euclidiennes non
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Figure 3.1 – Evolution des largeurs Γat des modes (ﬁgures du haut) et de leurs positions
en e´nergies Eat (ﬁgure du bas) en fonction de la distance interatomique k0r dans les cas
scalaire (ﬁgures de gauche) et vectoriel (ﬁgures de droite) pour N = 2 atomes. Dans les
deux cas on remarque un leve´ de de´ge´ne´rescence singulier lorsque le distance interatomique
devient infe´rieure a` la longueur d’onde λ.
hermitienne [99] et a e´te´ ensuite re´introduite dans le cadre de travaux mene´s en physique
nucle´aire [63],[68]. D’une manie`re intuitive on peut expliquer ce comportement en
√
b0
par les taux d’e´missions associe´s au re´gime de diﬀusion multiple [40] qui est le re´gime
pre´dominant lorsque le nuage est dilue´ et que son e´paisseur optique commence a` devenir
non ne´gligeable devant l’unite´. De plus en se rappelant de la limite des e´quations (3.4)-
(3.10) pour k0r →∞, on peut s’attendre a` ce que ces distributions soient centre´es autour
de la valeur (0,− i
2
) dans le plans complexe pour la limite de milieux dilue´s.
La ﬁgure 3.2 nous montre la re´partition dans le plan complexe des valeurs propres
de Heff pour un nuage dilue´ (ρλ
3 = 0.01) contenant N = 500 atomes somme´ sur 66
re´alisations diﬀe´rentes du de´sordre. On peut remarquer que dans le limite des milieux
dilue´s (ρλ3 ≪ 1), la conside´ration du terme de champ proche de l’interaction dipoˆle-dipoˆle
n’aboutit pas a` des diﬀe´rences qualitatives entre les cas scalaire et vectoriel a` l’exception
des paires, qui sont repre´sente´ en trait plein sur cette ﬁgure, et qui ont e´te´ obtenues aux
e´quations (3.4) dans le cas scalaire et (3.9) pour celles de multiplicite´mΛ = 1 et (3.10) pour
celles de multiplicite´ mΛ = 2 dans le cas vectoriel. On remarque clairement la frontie`re
circulaire, observe´e pre´ce´demment par les autres travaux cite´s au de´but de cette section,
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Figure 3.2 – Re´partition dans le plan complexe des valeurs propres de l’Hamiltonien
eﬀectif Heff dans les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite), pour un
nuage contenant N = 500 atomes et une densite´ ρλ3 = 0.01, somme´s sur 66 conﬁgurations
spatiales diﬀe´rentes. Cette densite´ spatiale correspond a` un nombre de Ioﬀe-Regel tel que
k0l
(s) = 1500 dans le cas scalaire et k0l
(v) = 1000 dans le cas vectoriel ce qui nous donne
un nuage d’e´paisseur optique b
(s)
0 = 0.13 dans le cas scalaire et b
(v)
0 = 0.21 dans le cas
vectoriel. Les courbes en traits pleins repre´sentent les expressions obtenues pour le cas de
N = 2 atomes dans le cas scalaire (eq. (3.4)) et vectoriel (vert eq. (3.9), bleu eq. (3.10)).
On remarque que dans les deux cas les paires coope´ratives sont pre´sentes meˆme dans un
milieu dilue´ et qu’elles dominent la physique des e´tats ayant les temps de relaxations les
plus long et les plus courts. Enﬁn on peut aussi voir que dans cette limite de parame`tres
(milieux dilue´s) la conside´ration du terme de champ proche de l’interaction dipoˆle-dipoˆle
n’ame`ne pas de corrections majeures, a` l’exception des paire coope´ratives pre´sentes en
plus grand nombre et de manie`re syme´triques dans le ca vectoriel.
de´limitant le domaine dans lequel est contenu l’ensemble des valeurs propres et on peut
aussi voir que les e´tats ayant les plus grands et les plus petits taux de de´croissance sont
ceux qui correspondent aux paires d’atomes dont la distance qui les se´pare est infe´rieure
a` la longueur d’onde.
En conside´rant des milieux de plus en plus denses (ρλ3 > 1), il est connu que la loi
de Marchenko-Pastur [100] atteint sa limite de validite´. Selon cette dernie`re, associe´e
au comportement de´couvert par Girko [99], dans la limite ou` la taille du syste`me est
supe´rieure a` la longueur d’onde k0L > 2π et qu’il contient un grand nombre d’e´le´ments
(N ≫ 1), la frontie`re du domaine contenant les valeurs propres de Heff va e´voluer en
suivant un cercle de rayon R ∼
√
b0. Cependant il faut garder a` l’esprit que la partie
imaginaire des valeurs propres de Heff sera toujours positive ou tendra au minimum
vers 0 pour les e´tats sousradiants ce qui n’est pas le cas pour la partie re´elle des valeurs
propres qui elle n’a pas de borne supe´rieure donne´e. On peut donc s’attendre a` ce que le
centre (Ec,Γc) de l’ensemble des valeurs propres dans le plan complexe e´volue selon l’axe
imaginaire (propre aux largeurs des modes) en fonction des parame`tres (b0, ρλ
3,...) du
syste`me. Il peut donc eˆtre probable que la limite de validite´ de la loi de Marchenko-Pastur
soit atteinte lorsque le centre de l’ensemble des valeurs propres dans le plan complexe
croise la frontie`re de´limitant le domaine contenant ces valeurs propres. La ﬁgure 3.3, nous
montre l’e´volution du centre des distributions des valeurs propres dans le plan complexe
en fonction de l’e´paisseur optique b0 dans le cas scalaire et de l’e´paisseur optique corrige´e
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Vectorial case
Figure 3.3 – E´volution du centre des distributions, tel qu’il est de´ﬁnis a` l’e´quation (3.19),
dans le cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite) pour diﬀe´rentes den-
site´s (ρλ3 = 0.44 a` 131.6) en fonction de l’e´paisseur optique b0. On peut remarquer une
diﬀe´rence qualitative entre les cas scalaire et vectoriel qui est la de´pendance en densite´
(exprime´e en nombre de Ioﬀe Regel k0l) de cette quantite´ dans le cas vectoriel.
par la densite´ b0 − 2.8/k0l(v) dans le cas vectoriel. Selon l’axe imaginaire, le centre des
distributions des valeurs propres dans le plan complexe a e´te´ de´ﬁnit tel que :
〈Γc〉 = ΓMax − Γmin
2
(3.19)
aﬁn de ne pas faire l’hypothe`se d’une re´partition ergodique des valeurs propres dans ce
plan ce qui nous aurais conduit a` le de´ﬁnir comme le barycentre des parties imaginaires.
Notons que ce dernier est associe´ a` la trace de l’Hamiltonien eﬀectif Tr(Heff ) et donc
toujours e´gal a` NΓ0/N = 1. Ici ΓMax = max
i
(Γi) est la largeur maximum, Γmin = min
i
(Γi)
la largeur minimum des modes et 〈.〉 repre´sente la moyenne sur les conﬁgurations spatiales.
Il est aussi a` noter que nous avons ne´glige´ le de´placement de ce centre selon l’axe re´el,
nous y reviendrons lorsque nous discuterons brie`vement du de´placement de Lamb collectif
[101] plus tard dans ce manuscrit. On peut remarquer qu’il existe une diﬀe´rence qualitative
dans les comportements des quantite´s Γc entre les cas scalaire et vectoriel dans la mesure
ou` ce dernier pre´sente une de´pendance en densite´ spatiale ρλ3 du syste`me qui devient non
ne´gligeable lorsque l’on conside`re des milieux denses (ρλ3 ≫ 1 ou k0l(v) ≪ 1). Pour le cas
scalaire on peut observer que le centre des distributions e´volue line´airement en fonction
de b0 uniquement tel que :
Γc =
b
(s)
0
8
+ 1 (3.20)
et dans le cas vectoriel on remarque qu’il e´volue en fonction de l’e´paisseur optique corrige´e
pas la densite´ du syste`me telle que :
Γc =
b
(v)
0 − 2.8/k0l(v)
9
+ 1 (3.21)
On remarque donc que la composante du centre Γc selon l’axe imaginaire de l’ensemble
des valeurs propres dans le plan complexe exhibe un comportement line´aire en e´paisseur
optique Γc ∝ b0 alors que le comportement de la frontie`re supe´rieur de cet ensemble pre´dit
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Figure 3.4 – Repre´sentation log-log de la distribution dans le plan complexe des valeurs
propres de Heff pour un nuage dense (ρλ
3 = 131.6) contenant N = 500 atomes somme´s
sur 66 conﬁgurations spatiales diﬀe´rentes. Contrairement au re´gime dilue´, ou` les cas sca-
laire et vectoriels ne pre´sentent que peu de diﬀe´rence qualitative a` l’exception de paires
coope´ratives d’atomes, on remarque dans le re´gime dense des diﬀe´rences drastiques entre
les deux cas. Les courbes en trait pleins repre´sentent encore les expressions obtenus dans
le cas N = 2 atomes (eqs. (3.4)-(3.10)). On remarque que dans le cas vectoriel les modes
ayant les plus long temps de vies (dont les parties imaginaires −ℑ(Λ) sont les plus petites)
sont domine´s par la physique des paires coope´ratives ce qui n’est pas les cas dans le cas
scalaire, ou` la branche contenant les modes a` longs temps de vies n’est pas de´crite par
l’e´quation (3.4). L’inset repre´sente le zoom autour de ℜ(Λ) = 0 de la distribution de ces
valeurs propres. On remarque que la se´gre´gation entre les valeurs propre, plus connues sous
le nom de transition de phase superradiante, est moins prononce´e dans le cas vectoriel.
par la loi de Marchenko-Pastur selon le meˆme axe est cense´ augmenter en fonction de la
racine carre´e de l’e´paisseur optique (∝
√
b0)[102]. On peut donc s’attendre a` ce qu’il y
ait une limite ou` l’e´paisseur optique est telle que le centre Γc soit au-dessus de la limite
pre´dit par la loi de Marcheko-Pastur et que cette dernie`re ne soit plus valide.
La ﬁgure 3.4 pre´sente en repre´sentation logarithmique (avec en abscisse |Eat| ) la super-
position dans les cas scalaire et vectoriel de la re´partition dans le plan complexe des valeurs
propres de Heff pour un nuage contenant N = 500 atomes a` une densite´ ρλ
3 = 131.6
somme´ sur 66 conﬁguration spatiales. Cette densite´ spatiale correspond a` un nombre
de Ioﬀe-Regel de k0l
(s) = 0.15 dans le cas scalaire et k0l
(v) = 0.1 dans le cas vectoriel.
Les courbes en traits pleins repre´sentent a` nouveau les expressions obtenues pour les
paires coope´ratives dans le cas de N = 2 atomes (eqs. (3.4),(3.9) et (3.10)). Contraire-
ment au re´gime dilue´, qui ne pre´sente que peu de diﬀe´rences entre les deux cas, la prise
en conside´ration du terme de champ proche de l’interaction dipoˆle-dipoˆle conduit a` des
diﬀe´rences drastiques entre les cas scalaires et vectoriel lorsque l’on atteint les re´gimes
denses (ρλ3 ≫ 1). La premie`re diﬀe´rence remarquable est la pre´sence singulie`rement plus
prononce´s des paires coope´ratives (superradiantes et sousradiantes) dans le cas vecto-
riel contrairement au cas scalaire ou` les paires superradiantes semblent disparaˆıtre. Cette
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disparition des paires dans le cas scalaire peut eˆtre explique´e de manie`re intuitive et pro-
vient essentiellement du fait que le de´placement en fre´quence de ces dernie`res n’est pas
suﬃsamment grand aﬁn qu’elles ne se couplent pas a` d’autres e´tats de paires coope´ratives.
Une autre diﬀe´rence frappante, est la pre´sence dans le cas scalaire d’une concentration
de valeurs propres ayant un long temps de vie (ℑ(Λ) ≪ −0.5) dans une bande d’e´nergie
centre´e autour de le valeur ℜ(Λ) ≃ 1 alors que pour le cas vectoriel, il est clairement
visible que les modes ayant les plus long temps de vie sont regroupe´s autour des branches
donne´es par les expressions analytiques (3.9) et (3.10) ce qui nous permet de dire qu’ils
sont domine´s par la physique des paire coope´ratives. Comme nous l’avons e´nonce´ pre´ce´-
demment, il est a` noter que le potentiel d’interaction associe´ au cas scalaire (eq.2.90) est
souvent utilise´ dans des e´tudes portant sur des eﬀets de localisation forte due au de´sordre
(Localisation d’Anderson) [26][27] [70]. Il faut donc eˆtre prudent vis a` vis des conclusions
que l’on peut avoir sur les modes ayant un long temps de vie car le cas vectoriel, plus
correct pour de´crire la dynamique des re´gimes denses pour la lumie`re, ne conduit pas
force´ment aux meˆmes observations.
Enﬁn, l’inset de la ﬁgure 3.4 est un zoom en repre´sentation line´aire autour de la valeur
ℜ(Λ) = 0 de la distribution de valeurs propres dans le plan complexe pour les meˆmes pa-
rame`tres, soulignant l’apparition d’un trou moins prononce´e entre les valeurs propres dans
le cas vectoriel. Cette absence de valeurs propres dans certaines zones du plan complexe,
apparaissant aux hautes densite´s (ρλ3 ≫ 1), a e´te´ associe´e par certaines e´tudes [103] a`
la transition de phase. Il est donc utile de discuter quel parame`tre domine l’apparition
de ce phe´nome`ne et de rappeler certaines proprie´te´s associe´es a` un phe´nome`ne nomme´
transition superradiante.
Discussion sur la se´paration des valeurs propres dans le plan complexe pour
le cas scalaire.
D’une manie`re ge´ne´rale, la transition superradiante peut eˆtre vue comme une transition
de phase quantique du second ordre entre un re´gime ou` il n’y a pas de corre´lations entre
les diﬀe´rents e´tats et un re´gime au-dela` d’un certain couplage critique entre la matie`re et
le rayonnement ou` les e´tats sont corre´le´s aboutissant a` l’apparition de modes superradiant
[104, 105, 106]. Ce type de comportement a e´te´ obtenus au de´but des anne´es 70 en consi-
de´rant plusieurs niveaux de la cascade radiative (1, 2, 3 excitations...) et plusieurs modes
transverse couplant le syste`me a` l’environnement pour un nombre N d’atomes tendant
vers l’inﬁnis aﬁn que les calculs analytiques soient faits dans la limite thermodynamique
[107].
Plusieurs travaux the´oriques ont e´te´ de´die´s a` la compre´hension des conditions ne´ces-
saires a` l’existence de cette transition de phase, notamment sur le parame`tre d’ordre, qui
est assimile´ a` la densite´ spatiale atomique lorsque l’on conside`re le hamiltonien d’interac-
tion matie`re rayonnement en jauge D.E [108] ou encore sur l’inﬂuence des approximations
faites lors du passage de la jauge P.A a` la jauge D.E [109]. Il a e´te´ longtemps discute´
que l’origine de cette transition e´tait due a` l’aﬀranchissement des termes en A2 dans
l’hamiltonien de´crit a` l’e´quation (2.56) [110], a` la pre´sence des termes antire´sonnants qui
sont ne´glige´s l’approximation de l’onde tournante [111] ou encore a` l’absence d’un champ
exte´rieur [112].
Dans la situation de´crivant un unique mode transverse couplant le syste`me a` l’envi-
ronnement exte´rieur il a e´te´ trouve´ qu’une se´gre´gation entre un mode superradiant et les
reste des modes apparaissait [113] de manie`re inde´pendante a` la nature de la dynamique
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Figure 3.5 – Repre´sentation dans le plan complexe des valeurs propres de Heff dans
le cas scalaire pour une e´paisseur optique constante b0(s) = 24.1 et diﬀe´rentes densite´s
spatiales d’atomes ρλ3 = 6.56 a` 65.58 somme´ entre 10 et 1000 conﬁgurations spatiales.
On remarque clairement l’apparition d’un trou a` la densite´ ρλ3 = 26.32 qui se transforme
continuˆment en une se´gre´gation au fur et a` mesure que la densite´ du syste`me diminue.
(inte´grable ou chaotique) a` l’inte´rieur du syste`me. L’e´tude de l’inﬂuence de cette se´gre´ga-
tion sur la localisation d’Anderson a e´te´ aussi conside´re´e dans des milieux 1D [114] et il
a e´te´ trouve´ dans ce cas que l’ouverture du syste`me n’avait que peu de conse´quences sur
les comportements des modes localise´s.
Dans notre situation, ou` nous nous inte´ressons a` un nuage d’atomes (assimile´s a` des
syste`mes a` deux niveaux) couple´s a` un re´servoir, qui est le continuum et est par conse´quent
singulie`rement diﬀe´rent d’une cavite´, le nombre de canaux reliant notre syste`me a` l’envi-
ronnement est associe´ a` la taille transverse du nuage (∼ (k0L)2) et la force de couplage de
ces canaux peut eˆtre vu comme le nombre moyen d’atomes par canaux, c’est a` dire par
unite´ de modes transverse du nuage. C’est pourquoi lorsque nous e´tudions des milieux
dilue´s nous nous re´fe´rons souvent a` l’e´paisseur optique b0 ∼ N/(k0L)2 aﬁn d’e´tudier le
comportement des e´tats coope´ratifs. Cela dit, bien que nos calcul soient limite´s en nombre
d’atomes (∼ 104) ce qui nous empeˆche de conside´rer des syste`mes denses et grands a` la
fois, il est inte´ressant de savoir si la se´gre´gation des valeurs propres dans le plan complexe
est uniquement un eﬀet lie´ a` l’e´paisseur optique ou si c’est aussi un eﬀet de taille ou
de densite´ spatiale du syste`me. L’objet de notre e´tude ne portant pas sur la description
thermodynamique de l’invariance de jauge [115], nous nous contenterons d’amener des
Universite´ de Nice Sophia Antipolis 54
1. ETUDE NUME´RIQUE DES VALEURS PROPRES DE L’HAMILTONIEN EFFECTIF
D’INTERACTION MATIE`RE-RAYONNEMENT.
Figure 3.6 – Repre´sentation dans le plan complexe des valeurs propres de Heff dans le
cas scalaire pour une densite´ spatiale de diﬀuseurs constante ρλ3 = 131.6 et diﬀe´rentes
e´paisseurs optiques b
(s)
0 = 38.23 a` 177.32. ici quelle que soit l’e´paisseur optique conside´re´e,
on remarque que la branche des valeurs propres (accumulation autour de l’e´nergie Eat = 1)
aux tre`s longs temps de vies est toujours pre´sente. Ce qui nous permet de pouvoir associer
l’existence de ces modes aux longs temps de vie a` un eﬀet de densite´.
e´le´ments de re´ponse, base´s sur des observations nume´riques, aﬁn de comprendre l’origine
de la se´gre´gation entre les valeurs propres dans notre mode`le.
La ﬁgure 3.5 nous montre la re´partition dans le plan complexe des valeurs propres de
Heff pour le cas scalaire (eq. (2.90)) pour une densite´ optique b
(s)
0 = 24.1 constante et
diﬀe´rentes densite´s spatiales de diﬀuseurs. On remarque clairement une transition continue
entre une re´partition ergodique des valeurs propres vers une se´gre´gation apparaissant aux
grandes densite´s (ρλ3 > 26.32) passant tout d’abord par l’apparition d’un trou dans les
distributions de valeurs propres. Aﬁn de se convaincre que cette transition n’est pas un
eﬀet d’e´paisseur optique, nous conside´rons un syste`me a` une densite´ ﬁxe´e ρλ3 = 131.6
en faisant varier le nombre d’atomes, on remarque clairement que la densite´ des valeurs
propres dans le plan complexe passe d’une forme d’ˆılots a` une forme d’anneau. La ﬁgure
3.6 nous montre la re´partition des valeurs propres dans le plan complexe pour un nuage
dense (ρλ3 = 131.6) et diﬀe´rentes e´paisseur optiques allant de b
(s)
0 = 38.23 pour N = 100
a` b
(s)
0 = 177.32 pour N = 9983. Alors que la taille du syste`me augmente et devient
plus grande que la longueur d’onde (k0L > 2π), on remarque clairement la re´partition
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des valeurs propres dans le plan complexe passer d’une se´gre´gation totale (re´partition en
’ˆılots’ bien distincts) a` une distribution annulaire (c’est a` dire en forme d’anneau). Dans
le contexte d’e´tudes the´oriques mene´es sur des ope´rateurs non gaussien et non hermitien,
il a e´te´ obtenu analytiquement qu’il existait une transition entre un phase ou` les valeurs
propres de ces ope´rateurs e´taient contenues sur une disque dans le plan complexe (au
meˆme titre que les re´sultats que nous avons obtenus a` la ﬁgure 3.2) et une phase ou`
les valeurs propres e´taient dispose´es sur un anneau dans le plan complexe, ce que l’on
remarque clairement aux ﬁgures 3.5 et 3.6 [116].
1.4 Distribution des largeurs des modes dans les cas scalaires
et vectoriels.
Un autre aspect inte´ressant et tout aussi important dans le cadre d’e´tude sur les sys-
te`mes ouverts de´sordonne´s, est l’e´tude des largeurs des modes Γat = −2ℑ(Λ) et plus
pre´cise´ment des proprie´te´s statistiques de leurs distributions P (Γat). En eﬀet l’ouverture
d’un syste`me a pour conse´quences l’e´largissement et le de´calage en fre´quence de ces modes
qui sont originalement de´crits par des deltas de Dirac dans le cas de syste`mes ferme´s.
La question de l’inﬂuence du couplage d’un syste`me au continuum sur ses proprie´te´s
de transport s’est rapidement pose´ dans le cadre d’e´tudes sur la localisation d’Anderson,
qui au de´part avait e´te´ pre´dite de manie`re the´orique dans un milieu de´sordonne´s a` trois
dimensions dans la limite thermodynamique [4]. C’est en reliant les proprie´te´s spectrales a`
celles de transport par le biais d’un parame`tre unique qui est la conductance adimension-
ne´e g qu’a e´te´ ensuite pre´dit the´oriquement l’existence d’une transition de phase entre une
phase me´tallique (ou` tous les modes sont de´localise´s et la diﬀusion multiple domine la dy-
namique du syste`me) et une phase isolante (ou` tous les modes sont localise´s spatialement)
[20].
Originalement l’e´tude des proprie´te´s statistiques des distributions des largeurs des
modes P (Γat) a e´te´ introduite dans le cadre d’e´tudes sur les syste`mes chaotiques ou-
verts [117], qui sont des syste`mes dont l’aspect non inte´grable provient de leurs ge´ome´trie
ou leur conditions aux limites et non de leurs inhomoge´ne´ite´ comme c’est le cas dans les
syste`mes que nous conside´rons. Ce type d’approche a e´te´ ensuite utilise´ pour de´crire les
proprie´te´s de transport dans des syste`mes ouvert de´sordonne´s [36] de´crit par le Tight Bin-
ding Hamiltonian et plusieurs comportement universels de ces distributions ont e´te´ mis en
e´vidences dans les diﬀe´rentes phases (me´talliques, isolante et point critique). Ces travaux
ont aussi montre´s que les de´tails microscopiques du de´sordre n’avaient pas d’inﬂuence sur
l’existence de la transition de phase entre le re´gime me´tallique et isolant [44].
Bien que l’on puisse tenter d’extrapoler certains de ces comportements universels a`
notre situation, il faut garder a` l’esprit la pre´sence du terme d’interaction longue porte´e
dans les syste`mes que nous conside´rons, qui sont des ensembles de´sordonne´s de dipoˆles
ponctuels couple´s entre eux par le biais du champ. On peut donc se servir comme re´fe´rence
des proprie´te´s universelles qui ont e´te´ obtenues avec le Tight Binding Hamiltonian, qui ne
conside`re que des interactions entre plus proches voisins, mais il faut garder une certaine
prudence vis a` vis des conclusions que l’on peut tirer car le terme d’interaction longue
porte´e peut avoir une inﬂuence non ne´gligeable sur la dynamique du syste`me.
Dans cette section nous allons tout d’abord discuter des proprie´te´s des distributions des
largeurs des modes dans diﬀe´rents re´gimes (dilue´s, dense spatialement et optiquement),
et nous verrons quelles analogies peuvent eˆtre avec les proprie´te´s universelles des largeurs
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des modes obtenues dans d’autres travaux. Nous pre´senterons ensuite les re´sultats nume´-
riques que nous avons obtenus sur les distributions des largeurs de modes et enﬁn nous
discuterons de leurs comportements asymptotiques et de ceux de leurs distributions.
1.4.a Discussion sur les comportements phe´nome´nologique des distribu-
tions des largeurs de modes dans certains re´gimes.
Bien que l’on ait e´nonce´ pre´ce´demment la complexite´ relie´e a` l’e´tude du transport d’une
onde dans un milieu de´sordonne´, il est possible d’obtenir dans certains cas limites et sous
certaine hypothe`ses fortes des informations sur les comportements des distributions P (Γat)
des largeurs de modes. C’est notamment les cas pour le Tight Binding Hamiltonian, ne
prenant en compte que les interactions plus proches, ou` il est possible d’obtenir de ma-
nie`re phe´nome´nologique dans les re´gimes diﬀusifs et isolants les lois sur les distributions
des largeurs de modes dans certaine gammes pre´cises d’e´nergie. Il est e´galement possible
d’obtenir d’autres comportements remarquables sur le taux de d’e´mission de la densite´
spectrale d’e´nergie a` partir de l’e´quation de diﬀusion classique. Notons que dans ce dernier
cas, les re´sultats obtenus sont a` relier plus rigoureusement au taux d’e´mission du photon,
qui sera e´tudie´ plus tard dans ce manuscrit, mais que certaines e´tudes font parfois l’extra-
polation pour les distributions des largeurs des modes [36][44]. Il faut garder a` l’esprit que
l’obtention phe´nome´nologique de ces comportements de´pend fortement des hypothe`ses
qui sont faites sur la manie`re dont le syste`me est couple´ a` son re´servoir (au continuum)
et e´galement dont l’e´nergie est initialement distribue´e a` l’inte´rieur du syste`me.
Dans cette partie nous allons de´river deux comportements souvent e´voque´s dans ce
type d’e´tudes et discuter des hypothe`ses fortes qui les accompagnent et nous discuterons
ensuite de quelques autres lois singulie`res associe´es a` des re´gimes bien pre´cis (localisation
forte, pre´localisation...). Dans tous les cas il faut garder a` l’esprit que ces comportements
ont e´te´ de´rive´s dans le cadres d’interactions plus proches voisins et qu’il y ait de grande
chances pour qu’ils ne soient plus exacts dans le type de syste`mes que nous conside´rons
ou` des interactions longues prote´es entre e´le´ments sont pre´sentes. Il se peut cependant
qu’il y ait des analogies dans certains cas limites.
Calcul classique sur le taux d’e´mission collectif dans le re´gime de diffusion
multiple.
Aﬁn d’obtenir la loi de puissance des distributions des largeurs des modes P (Γat) as-
socie´e au re´gime de diﬀusion multiple, nous partons de l’e´quation de diﬀusion pour une
sphe`re homoge`ne de taille R :
1
r2
∂
∂r
(
r2
∂u
∂r
)
− 1
D
∂u
∂t
= 0 (3.22)
ou` u = u(r, t) est la densite´ spectrale en e´nergie. Il est a` noter que pour ce calcul une
ge´ome´trie sphe´rique est conside´re´e (d’ou` la forme du Laplacien) et qu’il est admis que les
fonctions d’onde repre´sentant la densite´ spectrale en e´nergie admet les meˆme syme´tries
que le proble`me (invariance par rotation). Le second membre de l’e´quation (3.22) est aussi
nul car on conside`re un milieu passif, c’est a` dire qu’il ne contient aucune source d’e´nergie.
En se servant de la me´thode de se´paration des variables, qui nous permet de poser
u(r, t) = F (r)G(t), et des conditions aux limites u(R, t) = 0, on peut obtenir une solution
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ge´ne´rale a` l’e´quation (3.22) telle que :
u(r, t) =
∑
n
anFn(r) exp(−DB2nt) (3.23)
ou` 

Fn(r)=
1
4πR
sin
(
nπr
R
)
Bn=
nπ
R
(3.24)
Il est a` noter que les fonctions d’ondes Fn(r), qui sont les modes propres de diﬀusion
du syste`me, forment une base orthonorme´e. En conside´rant qu’a` l’instant initial t = 0, la
re´partition d’e´nergie soit uniforme dans le milieu telle que :
u(r, 0) =
3U0
4πR3
(3.25)
il va nous eˆtre possible de calculer le taux de de´sexcitation du syste`me, qui peut eˆtre vu
comme la de´croissance exponentielle au cours du temps de l’e´nergie stocke´e a` l’inte´rieur
du syste`me. En de´composant l’e´tat initial (eq. (3.25)) sur la base de modes de diﬀusion
(eq. (3.23)), c’est a` dire en faisant le produit scalaire entre ces deux fonctions, on peut
expliciter les coeﬃcients de Fourier an tels que :
an = 〈Fn(r)|u(r, 0)〉 = 3U0
4πR4
∫ R
0
r sin
(
nπr
R
)
dr (3.26)
qui s’inte`gre de manie`re formelle en donnant :
an =
(−1)(n+1)
n
3U0
4π2R2
(3.27)
On peut donc re´injecter cette expression dans l’e´quation (3.23) aﬁn de calculer l’e´nergie
pre´sente a` l’inte´rieur du syste`me au temps t telle que :
u(t) =
∫
S
u(r, t) =
∑
n
(−1)(n+1)
n
3U0
πR2
exp(−DB2nt)
∫ R
0
r sin
(
nπr
R
)
dr (3.28)
ou` S repre´sente la surface par laquelle transite l’e´nergie du syste`me vers le re´servoir
(le continuum). Il est a` noter que nous avons fait l’hypothe`se d’un transfert surfacique
de l’e´nergie contenue dans le syste`me vers le continuum, ce qui va donner un re´sultat
singulie`rement diﬀe´rents au cas l’ou` on conside´rerait un transfert volumique ou par le
biais d’un unique site. En posant Γn = DB
2
n, la solution de l’e´quation (3.28) s’e´crit :
u(t) = U0
∑
n
3
π2n2
exp(−Γnt) (3.29)
En se rappelant de la de´ﬁnition de Bn (eq. (3.24)) on peut re´e´crire Γn tel que :
Γn = D
(
nπ
R
)2
(3.30)
ce qui nous permet de re´e´crire l’e´quation (3.29) comme :
u(t) = U0
∑
n
3D
R2Γn
exp(−Γnt) (3.31)
Universite´ de Nice Sophia Antipolis 58
1. ETUDE NUME´RIQUE DES VALEURS PROPRES DE L’HAMILTONIEN EFFECTIF
D’INTERACTION MATIE`RE-RAYONNEMENT.
En traitant n comme une variable continue on peut diﬀe´rencier l’e´quation (3.30) par
rapport a` n, ce qui nous permet d’e´crire :
dΓn
dn
= 2nD
(
π
R
)2
= 2
π
R
√
D
√
Γn (3.32)
De plus traiter n comme une variable continue nous permet de remplacer la somme par
une inte´grale continue dans l’e´quation (3.31) ce qui nous permet de relier la densite´ d’e´tats
P (n) a` la densite´ de taux d’e´mission P (Γ) (P (Γ)dΓ = P (n)dn) :
P (Γ) ∝ 1
Γ
dn
dΓ
(3.33)
En utilisant l’expression pre´ce´dente et l’e´quation (3.32) on obtient que dans le re´gime
diﬀusif, la distribution des largeurs des modes se comporte comme
P (Γ) ∝ Γ− 32 (3.34)
Il est important de souligner que la loi de puissance que nous venons d’obtenir de´pend
fortement des conditions aux bords, de la manie`re dont est re´partie initialement l’e´nergie
a` l’inte´rieur du syste`me et aussi de la manie`re dont cette dernie`re s’e´chappe du syste`me.
Il faut aussi remarquer que le fait de traiter n comme une variable continue rend cette loi
phe´nome´nologique uniquement valable dans la gamme Γ > Γ0.
Nous avons donc retrouve´ a` l’aide d’un calcul simple un des comportements attendu
sur les distributions des largeurs des modes P (Γat) dans le re´gime de diﬀusion multiple.
Cette loi de puissance a e´te´ observe´e nume´riquement dans de nombreuses e´tudes et sa
de´pendance vis a` vis de l’ouverture du syste`me a meˆme e´te´ pre´dite de manie`re phe´nome´-
nologique et observe´ ensuite nume´riquement [44].
Loi de puissance des distributions des largeurs de modes propres aux e´tats
localise´s proches de la frontie`re du syste`me.
Dans la meˆme philosophie que la section pre´ce´dente, la loi associe´e aux modes localise´s
au sens d’Anderson, qui sont situe´s sur les bords du syste`me et qui fuient a` travers ces
bords, peut eˆtre obtenue aussi en invoquant quelques arguments phe´nome´nologiques. En
ne passant pas cette fois par l’e´quation de diﬀusion (3.22), la de´rivation de cette loi
est nettement plus simple. Tout d’abord il faut admettre que les modes localise´s sont
uniforme´ment re´partis a` l’inte´rieur du syste`me tel que :{
P (r) =
1
L3
r < R
P (r) = 0 r > R
(3.35)
et que leur taux d’e´mission Γ est directement relie´ a` la distance r′ qui les se´pare de la
bordure du syste`me tel que
Γ ∼ Γ0e−
r′
ξ (3.36)
ou` ξ repre´sente la longueur de localisation, qui est la zone sur laquelle s’e´tend le mode
localise´ (Ψ(r) ∼ exp(|r − r0|/ξ)). En admettant que la re´partition des re´sonances est
ergodique dans le syste`me tout comme l’est la distribution des diﬀuseurs (les atomes),
on peut donc en tirer que la probabilite´ inte´gre´e de trouver une re´sonance ayant une
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taux de´mission Γ′, infe´rieur a` Γ et e´quivalent a` celle de trouver un mode a` une distance
r′ des bord du syste`me supe´rieure a` r telle que P (Γ′ < Γ) ∝ P (r′ > r). Sachant que
P (r′ > r) ∝ µd(R − r′)/µd(R), ce qui repre´sente une coquille centre´e en 0 d’e´paisseur
dr et qui de´pend aussi de la ge´ome´trie conside´re´e avec µd(R − r′) = R3 − (R − r′)3 et
µd(R) = R
3 on obtient au ﬁnal que la distribution de largeurs des modes associe´e a` ces
e´tats est proportionnelle a` :
P (Γ′) =
dr′
dΓ′
d
dr′
µd(R− r′)
µd(R)
(3.37)
en se servant de l’hypothe`se fait a` l’e´quation (3.36) on peut exprimer r′ en fonction de Γ′
ce qui nous permet d’obtenir au ﬁnal la loi de puissance :
P (Γ′) = − ξ
Γ′
d
dr′
µd(R− r′)
µd(R)
(3.38)
Le terme
d
dr′
µd(R− r′)
µd(R)
de´pend de la ge´ome´trie du syste`me et de sa dimension mais
n’aﬀectera en aucun cas l’exposant de cette loi de puissance. De nombreuses e´tudes [95,
118, 44] concernant le Tight Binding Hamiltonian, ou` seules les interactions plus proches
voisins sont conside´re´es, ont obtenues une loi de puissance similaire aux modes localise´s
proches de la bordure du syste`me et se couplant au continuum a` travers elle. Par contre
il est capital de souligner que l’hypothe`se de fuites par les bords du syste`me est exacte
dans le cas d’interactions plus proches voisins, car l’excitation devra eˆtre sur un site
pre`s de la frontie`re du syste`me aﬁn de se coupler au continuum mais elle n’est peut-eˆtre
pas valide dans les situations que nous conside´rons ou des interactions longues porte´es
(entre sites/atomes e´loigne´s) sont possibles. Il se peut donc que l’hypothe`se de couplage
surfacique des excitations avec le continuum ne soit plus valide et que cette loi soit relie´e
a` un tout autre type de physique associe´e elle aussi a` des modes ayant un long temps de
vie dans le syste`me comme les modes sousradiants par exemple.
Comportements singuliers des distributions du taux de´mission pour les autres
re´gimes.
Il faut aussi noter qu’il n’y a pas uniquement les deux lois de´rive´es pre´ce´demment
qui sont associe´es a` des re´gimes caracte´ristiques dans le genre de proble`mes que nous
conside´rons. En eﬀet, en utilisant des arguments phe´nome´nologiques comme nous l’avons
fait dans les deux parties pre´ce´dentes il est aussi possible d’obtenir les comportements des
distributions du taux d’e´mission dans les re´gimes balistique et fortement localise´.
Le re´gime balistique correspond a` des tailles de syste`me infe´rieures au libre parcours
moyen de transport (L < l). Dans ce re´gime l’excitation ne subit pas d’e´ve`nement de
diﬀusion et sa distributions spatiale dans le milieu de´pend seulement de sa ce´le´rite´ v et
de son taux d’e´mission tel que :
r(Γ) =
v
Γ
(3.39)
ce qui nous donne comme distribution en utilisant la relation (3.37) :
P (Γ) =
1
Γ2
(3.40)
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Il est a` noter qu’une loi de puissance similaire a aussi e´te´ obtenue analytiquement et
observe´e nume´riquement pour le re´gime diﬀusif dans la situation ou` le couplage entre le
syste`me et le continuum se fait par un unique site sur la bordure du syste`me. On retrouve
e´galement un comportement similaire dans le re´gime diﬀusif dans le cas de syste`mes a` 2
dimensions [119].
Dans le cadre de travaux, dans le re´gime de diﬀusion multiple pour des syste`mes de´sor-
donne´s dans la phase me´tallique, il est apparu que des de´viations e´taient pre´sentes aux
comportement initialement pre´vus par la the´orie de matrices ale´atoire pour les re´gime
me´talliques. Ces de´viations sont cause´es par la pre´sence de modes pre´localise´s situe´s au
centre du syste`me dont l’existence est tre`s peu aﬀecte´e par l’ouverture de ce dernier.
Ils ont e´te´ observe´ avec de nombreux mode`le et de diﬀe´rentes manie`res, notamment par
l’e´tude des distributions de l’intensite´ des e´tats propres (qui est directement relie´e a` la
distribution des largeurs des modes) [120] ou encore en conside´rant le mode`le du Kicked
Rotor a` deux dimensions en conside´rant les distributions des largeurs des modes [121].
D’une manie`re ge´ne´rale le comportement des distributions des largeurs des modes relie´es
a` ces e´tats pre´localise´s peut s’e´crire sous la forme :
P (1/Γ) ∼ exp(−C(D) lnd(1/Γ)) (3.41)
ou` d repre´sente la dimension du syste`me et C(D) est une constante relie´e au coeﬃcient
de diﬀusion.
Enﬁn dans le re´gime localise´, en plus du comportement que nous avons pre´ce´demment
de´rive´ de manie`re phe´nome´nologique dans la partie pre´ce´dente, une autre loi, associe´e
aux modes exponentiellement localise´s au centre du nuage a e´te´ e´tablie par plusieurs
travaux [95] [122]. C’est en conside´rant un milieu ouvert de´sordonne´ compose´ de cavite´s
die´lectriques que la loi log normale, associe´e aux modes exponentiellement localise´s au
centre du nuage a e´te´ de´couverte [122]. Il est apparu que cette loi de´pendait a` la fois de
la longueur de localisation ξ et de la taille du syste`me telle que :
P (Γ) ∼ exp(−f
(
ξ
L
)
ln2(Γ)) (3.42)
ou` la fonction f(ξ/L) est une fonction line´aire de´pendant a` la fois de la longueur de
localisation ξ et de la taille du syste`me L. On peut remarquer que pour des syste`mes
dont la taille est tre`s grande devant la longueur de localisation, la contribution de cette
distribution devient ne´gligeable. On peut comprendre facilement le comportement de´crit
par l’e´quation (3.42) en faisant l’hypothe`se que les composantes des e´tats localise´s sont
distribue´s de manie`re ale´atoire sans aucune corre´lation longues porte´es et que localement
la longueur de localisation est distribue´e selon un processus stochastique suivant une loi
log-normale. Bien qu’il ne faille pas confondre corre´lations et interactions longues prote´es,
il est donc a` pre´voir que l’observation de cette loi dans le type de syste`me que nous
conside´rons semble compromise.
Enﬁn il a e´te´ observe´ nume´riquement que les distributions des largeurs des modes
e´taient de´crites par une loi de puissance au point critique telle que [36, 44][123] :
P (Γ) ∝ Γ−1− 1d = Γ− 43 (3.43)
ou` d = 3 est la dimension du syste`me. Ce comportement a e´te´ assimile´ a` de la diﬀusion
anormale au point critique et est suppose´ eˆtre un comportement universel, qui ne de´pend
pas par conse´quent des de´tails microscopique du syste`me que l’on conside`re.
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1.4.b Re´sultats nume´riques sur les distributions des largeurs des modes
P (Γat) dans les cas scalaire et vectoriel.
Apre`s avoir discute´ de manie`re phe´nome´nologique des taux de de´sexcitation de la den-
site´ spectrale d’e´nergie dans diﬀe´rents re´gimes (diﬀusion multiple, isolant, point critique)
et des hypothe`ses qui les entourent, nous allons pre´senter les re´sultats nume´riques que
nous avons obtenus sur les distributions largeurs des modes P (Γat) de l’hamiltonien eﬀec-
tif Heff .
Dans une situation de´crivant plus de N = 2 atomes, les largeurs des modes ne cor-
respondent pas exactement au temps de vie du mode a` l’inte´rieur du syste`me avant de
se coupler au continuum. En eﬀet il est plus exact de voir les largeurs Γat comme e´tant
proportionnelles au temps que va passer le syste`me dans cet e´tat d’excitation avant de
se coupler a` un ou plusieurs autres e´tats d’excitation. Cependant l’e´tude des proprie´te´s
statistiques de la partie imaginaire des valeurs propres de l’hamiltonien eﬀectif peut nous
amener certaines informations capitales sur les proprie´te´s de transport a` l’inte´rieur du
syste`me.
A priori on peut s’attendre a` ce que pour les cas scalaire et vectoriels, dans la limite
de milieux spatialement et optiquement dilue´s (ρλ3 ≪ 1 et b0 ≪ 1), la physique de
l’atome unique domine la dynamique du syste`me et que par conse´quent les distributions
de largeurs des modes soit centre´s autour de Γ0 = 1, correspondant a` la largeur naturelle
de l’e´tat excite´ pour un atome unique (non perturbe´). Que ce soit en augmentant la taille
ou la densite´ du syste`me on s’attend de manie`re logique a` ce que le nombre de modes
ayant un long temps de vie (largeur infe´rieure a` Γ0) augmente, soit a` cause des eﬀets de
diﬀusion multiples soit a` cause d’autre eﬀets cohe´rents, qui sont la localisation forte a`
cause du de´sordre ou les eﬀets de sousradiance.
La ﬁgure 3.7 montre les distributions des largeurs des modes P (Γat) dans les cas scalaire
et vectoriels pour un nuage contenant N = 700 atomes moyenne´ sur 60 conﬁgurations
spatiales pour des densite´s allant de ρλ3 = 0.44 a` ρλ3 = 131.6. Comme l’on s’y attendait
pour des milieux dilue´s, ou` la physique de l’atome unique est dominante, les distributions
P (Γat) sont pique´es autour de Γ0 = 1 et il n’y a pas beaucoup de diﬀe´rences entre les cas
scalaire et vectoriel. La conside´ration de nuages plus denses spatialement ρλ3 ≫ 1 (et de
manie`re e´quivalente plus denses optiquement b0 ≫ 1, le nombre d’atomes e´tant maintenus
constant) nous permet d’observer l’apparition d’un nombre croissant de modes ayant un
long temps vie (Γat > Γ0). Cependant on remarque e´galement l’apparition de modes ayant
des temps de vies de plus en plus courts (Γat > Γ0), ce qui est un argument en la de´faveur
des eﬀets de localisation forte lie´s au de´sordre, dont la the´orie pre´voit au-dela` d’un certain
seuil de de´sordre une localisation, c’est a` dire une largeur des modes infe´rieure a` celle de
l’atome unique Γ0, pour l’inte´gralite´ des modes. Il faut e´galement noter qu’au meˆme titre
que les distributions des valeurs propres dans le plan complexe (ﬁgures 3.2 et 3.4), des
diﬀe´rences qualitatives commencent a` apparaˆıtre entre les cas scalaire et vectoriel lorsque
l’on conside`re des syste`mes spatialement et optiquement denses (ρλ3 ≫ 1 et b0 ≫ 1).
De plus la loi P (Γat) ∝ Γ−1at , associe´e aux modes localise´s au sens d’Anderson proches
de la frontie`re du syste`me et fuyant a` travers elle et qui a soit disant e´te´ observe´e dans
nos syste`mes [26], n’apparaˆıt pas de manie`re ﬂagrante dans nos re´sultats nume´riques. En
eﬀet la loi de puissance que nous observons se rapproche de P (Γat) ∝ Γ−4/3at a` la place
Γ−1at , ce qui est a` rapprocher d’un comportement sous diﬀusif apparaissant a` la transition
Me´tal-Isolant [36] en admettant que les comportements universels pre´vus pour le mode`le
d’Anderson ouvert soient valides dans nos syste`mes ou` les interactions longues porte´es
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Figure 3.7 – Repre´sentation en log-log des distributions des largeurs des modes P (Γat)
dans les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite) pour un nuage
contenant N = 700 atomes pour diﬀe´rentes densite´s spatiales de diﬀuseurs allant de
ρλ3 = 0.44 a` ρλ3 = 131.6, moyenne´ sur 60 conﬁgurations spatiales. Dans les deux cas
alors que la densite´ spatiale de diﬀuseurs ρλ3 (et par conse´quent l’e´paisseur optique b0)
augmentent, on observe un accroissement du nombre de modes ayant un long temps de
vie (dont la largeur est infe´rieure a` Γ0 = 1). Cependant de manie`re e´quivalente on observe
aussi l’apparition de modes ayant un temps de vie tre`s court Γ > Γ0 et la loi associe´e aux
modes localise´s proches de la frontie`re du syste`me P (Γat) ∝ Γ−1at n’est pas rigoureusement
observe´e. En eﬀet nous observons que la loi de puissance est plus proche de P (Γat ∝ Γ−4/3at ).
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Figure 3.8 – Distribution des logarithmes des largeurs des modes P ln(Γat) avec les
meˆmes parame`tres qu’a` la ﬁgure 3.7 aﬁn de s’assurer de l’absence de la loi log normale
associe´e aux modes exponentiellement localise´s au centre du nuage. A ce stade on ne peut
pas aﬃrmer que cette loi est pre´sente dans nos re´sultats nume´riques.
sont pre´sentes.
Enﬁn, bien que nous conﬁrmerons cette aﬃrmation apre`s s’eˆtre aﬀranchis des e´tats
associe´s aux paire coope´rative, nous n’observons pas a` ces stade la loi log-normale as-
socie´e aux modes localise´s exponentiellement au centre du nuage (ﬁgure 3.8), qui est
caracte´ristique de la localisation d’Anderson [117][124] [36][123]. Des absences d’observa-
tions similaires de cette loi ont e´te´ faites en conside´rant la fonction de Green associe´e a`
l’e´quation de diﬀusion dans un slab a` 3 dimensions [125].
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A ce stade nous pouvons donc dire que l’e´tude seule des distributions des largeurs
des modes P (Γat) ne nous permet pas de trancher de manie`re rigoureuse si les eﬀets de
localisation du photon dans un nuage d’atomes froids sont dus aux eﬀets coope´ratifs ou
aux eﬀets lie´s au de´sordre.
Discussion sur l’origine de la loi de puissance des distributions de largeurs
des modes.
Bien que nous ayons observe´ pre´ce´demment le comportement en loi de puissance pour
les distributions des largeurs des modes P (Γat) ∝ Γ−αat dans les re´gimes denses (optique-
ment ou spatialement), la non convergence de l’exposant vers la valeurs α = −1 nous
pousse a` remettre en question la validite´ de cette loi pour le type de syste`mes que nous
conside´rons, ou` les interactions longue porte´e sont pre´sente et qu’une excitation au centre
du nuage peut se coupler au continuum.
Il a de´ja` e´te´ discute´ dans certains travaux [77] en conside´rant les distributions des
largeurs des modes ayant une partie re´elle (e´nergie) proche de 0 P (Γat|Eat ≃ 0), que la
pre´sence de cette loi de puissance n’e´tait pas relie´e exclusivement a` la densite´ spatiale
de diﬀuseurs (ρλ3) mais aussi a` l’e´paisseur optique du syste`me b0. De plus d’autre e´tudes
portant sur des syste`mes de dimensions infe´rieure (d = 2) ont aussi observe´ que l’exposant
convergeait de manie`re continue d’une valeur diﬀe´rente de α = −1 vers la valeur α = −1
[26].
Donner une re´ponse de´ﬁnitive a` cette question n’est pas totalement trivial dans la
mesure ou` nos calculs nume´riques sont limite´s a` un nombre maximum d’atomes (∼ 104
atomes), ce qui implique qu’il est diﬃcile de conside´rer a` la fois des milieux denses et
de grandes tailles. Aﬁn d’amener des e´le´ments de re´ponse a` cette question, nous allons
conside´rer deux cas distincts, le premiers ou` la densite´ du syste`me ρλ3 est maintenue
constante et l’e´paisseur optique b0 augmente et le deuxie`me ou` l’e´paisseur optique est
constante et la densite´ varie.
La ﬁgure 3.9 nous montre les distributions des largeurs des modes P (Γat) dans les
cas scalaire (ﬁgures de gauches) et vectoriel (ﬁgures de droites) pour diﬀe´rents nuages
contenant entre N = 15 et N = 15000 atomes pour un syste`me dont la densite´ spatiale
de diﬀuseurs et maintenue constante (ρλ3 = 13.16, ﬁgures du haut) et un syste`me dont
l’e´paisseur optique b
(s)
0 = 8.3 et b
(v)
0 = 12.5 est constante (ﬁgures du bas). En conside´rant
le cas ou` la densite´ spatiale de diﬀuseurs est constante ρλ3 pour un e´paisseur optique
qui augmente (b
(s)
0 = 4.38 a` 45.75 dans le cas scalaire et b
(v)
0 = 6.56 a` 42.25 dans le cas
vectoriel), on remarque clairement que l’exposant de la loi de puissance P (Γat) ∝ Γ−αat
converge de manie`re continue vers la valeurs α = 4/3, ce qui nous indique que l’exposant
de cette loi de puissance est clairement domine´ par l’e´paisseur optique b0 dans les deux
cas. On peut conside´rer le proble`me de manie`re comple´mentaire ou` l’e´paisseur optique
est maintenue constante b
(s)
0 = 8.3 et b
(v)
0 = 12.5 en faisant varier la densite´ spatiale de
diﬀuseurs ρλ3. Dans ce cas l’exposant de la loi de puissance ne varie que peu entre la valeur
α = 0.9 pour la densite´ ρλ3 = 1.316 et α = 1.1 pour ρλ3 = 26.32 ce qui nous prouve que
l’exposant de la de´croissance alge´brique P (Γat) ∝ Γ−αat est principalement domine´ par les
eﬀets coope´ratifs et de´pend par conse´quent de l’e´paisseur optique du syste`me.
Un autre remarque importante est l’apparition accentue´e dans le cas scalaire de modes
aux longs temps de vies (Γat ≪ 1) lorsque l’e´paisseur optique b(s)0 est maintenue constante
et que la densite´ spatiale de diﬀuseurs augmente. Ce comportement ne va pas dans le sens
des eﬀets coope´ratifs car il e´volue en fonction de la densite´ spatiale ce qui privile´gie un
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Figure 3.9 – Repre´sentation en log-log des distributions des largeurs des modes P (Γat)
dans le cas scalaire (ﬁgures de gauche) et le cas vectoriel (ﬁgures de droites) pour une den-
site´ spatiale de diﬀuseurs constante (ρλ3 = 13.16) (ﬁgures du haut) et pour une e´paisseur
optique constante (b
(s)
0 = 8.3 et b
(s)
0 = 12.5) (ﬁgures du bas). Le nombre d’atome que nous
conside´rons varie entre N = 15 a` 10000 atomes et les donne´es nume´riques sont moyenne´s
entre 2000 a` 10 conﬁgurations spatiales. Dans les ﬁgure du haut, on remarque clairement
dans les deux cas (scalaire et vectoriel) l’exposant de la loi de puissance P (Γat) ∝ Γ−αat
converger vers la valeur α = 4/3 ce qui est une indication allant dans le sens ou` les eﬀets
coope´ratifs, de´pendant majoritairement de l’e´paisseur optique b0 dans les milieux dont
la taille est supe´rieur a` la longueur d’onde (L > λ), dominent cet exposant. Dans les
ﬁgures du bas, ou` la densite´ ρλ3 varie et l’e´paisseur optique b0 est maintenue constante,
l’exposant α a tendance a` rester autour de la meˆme valeur en augmentant le´ge`rement. Un
ajustement line´aire sur les logarithmes des donne´es nous permet d’extraire les exposant
des de´croissances alge´briques pour les ﬁgure du bas qui varient entre α = 0.9 et α = 1.1.
comportement local pas force´ment lie´ au de´sordre. Ces modes sont a` relier directement a`
ceux pre´sents dans la concentration, situe´e autour de l’e´nergie Eat = 1, d’e´tats ayant une
tre`s longue dure´e de vie . Cette concentration qui se manifeste par une branche dans le
plan complexe (ﬁgure 3.4) apparaˆıt eﬀectivement lorsque la densite´ spatiale du syste`me
est e´leve´e (ρλ3 > 1) et ne de´pend aucunement de l’e´paisseur optique b0 du syste`me comme
nous l’avons vu a` la section 1.3.
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1.4.c Comportements asymptotiques des distributions largeurs des modes.
Apre`s avoir conside´re´ les distributions des largeurs des modes de l’Hamiltonien eﬀectif,
nous nous inte´ressons aux comportements asymptotiques de ces largeurs aﬁn de voir s’ils
ne contiennent pas d’informations sur les origines possibles de la localisation du photon a`
l’inte´rieur du nuage.
L’e´tude de certaines valeurs singulie`res (valeur maximum, minimum et valeur la plus
probable) des largeurs des modes va nous permettre de savoir quel type de physique
domine leur comportements. En eﬀet si l’on remarque que ces valeurs sont uniquement
fonction de la densite´ ρλ3 du syste`me (ou de manie`re e´quivalente du nombre de Ioﬀe-
Regel k0l) nous serons plus a` meˆme a` penser que la dynamique de cette quantite´ est
domine´e par les eﬀets lie´s au de´sordre alors que si le comportement de ces quantite´s sont
domine´ par l’e´paisseur optique b0 il est tre`s probable que ce soient les eﬀets coope´ratifs
(superradiance/sousradiance) qui dominent cette physique. Il est a` noter que le dernier
argument n’est valable que dans la limite des syste`mes dont la taille est supe´rieure a` la
longueur d’onde ou` l’e´paisseur optique b0 ∼ N/(k0L)2 peut eˆtre vu comme le nombre
de canaux transverse couplant le syste`me au continuum. Pour des tailles de syste`mes
infe´rieures a` la longueur d’onde ce nombre de canaux transverses sera line´aire en fonction
du nombre d’atomes N . De la meˆme manie`re il faut aussi souligner qu’une de´pendance
unique en fonction de la densite´ du syste`me n’est pas force´ment relie´e a` des eﬀets de
localisation lie´ au de´sordre mais qu’elle souligne l’importance d’un eﬀet local compare´e a`
un eﬀet global (qui sont les eﬀets coope´ratifs).
Evolution de la valeur maximum moyenne des largeurs de modes.
Comme nous l’avons vu pre´ce´demment en conside´rant les distributions des largeurs
des modes P (Γat) (ﬁgure 3.7), pour un nombre d’atomes N ﬁxe´, le fait d’augmenter la
densite´ spatiale ρλ3 du syste`me et par conse´quent son e´paisseur optique b0 conduit a` l’ap-
parition de modes ayant un tre`s court temps de vie (Γat > Γ0). Dans le cadre d’e´tudes
sur le comportement des distributions des valeurs propres des Matrices Ale´atoires Eucli-
dienne il a e´te´ observe´ dans que la valeur maximum moyenne de la partie imaginaire du
spectre de Heff e´voluait en racine carre´e de l’e´paisseur optique (∝
√
b0) pour des nuages
optiquement dilue´s et que cette de´pendance devenait line´aire (∝ b0) pour de grandes
e´paisseurs optiques. Ce premier comportement pour les faibles e´paisseurs optiques est une
conse´quence directe de la loi de Marchenko-Pastur ([76, 77]) et le second comportement a
e´te´ extrapole´ a` partir de l’e´volution du centre et du rayon des distributions dans le plan
complexe pour de grande e´paisseur optique.
Aﬁn d’e´tudier le comportement de la valeur maximum moyenne des largeurs des modes
en fonction des diﬀe´rents parame`tres du syste`me (e´paisseur optique b0, densite´ ρλ
3 ou k0l),
nous la de´ﬁnissons telle que :
ΓMax = 〈max
i
(Γi)〉 (3.44)
ou` 〈·〉 correspond a` la moyenne sur les conﬁgurations spatiales, nous avons ensuite applique´
la me´thode des moindres carre´s a` nos donne´es nume´riques que nous avons obtenues pour
ΓMax en se basant sur l’expression obtenue dans la re´fe´rence [76] et nous obtenons dans
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Vectorial case
Figure 3.10 – Evolution de la valeur maximum moyenne des largeurs des modes Γat en
fonction de l’e´paisseur optique b0 dans le cas scalaire (ﬁgure de droite) et de l’e´paisseur
optique corrige´e par le nombre de Ioﬀe-Regel dans le cas vectoriel (ﬁgure de gauche)
pour diﬀe´rentes densite´s allant de ρλ3 = 0.01 a` ρλ3 = 131.6. Les courbes en trait pleins
ont e´te´ obtenues a` partir du ﬁt des donne´es nume´rique et de l’e´volution du centre des
distributions des valeurs propres dans le plan complexe obtenu aux e´quations (3.20) et
(3.21). Les courbes en traits pleins repre´sentent les e´quations (3.45) et (3.46) base´es sur
la re´fe´rence [76] et aﬃne´e a` partir du ﬁt de nos donne´e nume´riques.
le cas scalaire le comportement empirique :
ΓMax =
√
b
(s)
0
1.67
+
(
b
(s)
0
8.5
)2
+
b
(s)
0
8.9
+ 1 (3.45)
Cette e´quation est qualitativement et quantitativement en accord avec la re´fe´rence [76] et
le troisie`me terme de cette expression qui repre´sente l’e´volution du centre des distributions
dans le plan complexe est presque en accord avec ce qui a e´te´ obtenu a` l’e´quation (3.20).
Nous avons proce´de´ de la meˆme manie`re dans le cas vectoriel en se rappelant la correc-
tion en densite´ que nous avons obtenue pour l’e´volution du centre des distributions dans le
plan complexe. Cette fois ci nous n’obtenons pas exactement la correction b
(v)
0 − 2.8/k0l(v)
mais plus pre´cise´ment b
(v)
0 − 2/k0l(v) ce qui nous permet d’obtenir la relation :
ΓMax =
√
b
(v)
0 − 2/k0l(v)
1.5
+
(
b
(v)
0 − 2/k0l(v)
15.25
)2
+
b
(v)
0 − 2/k0l(v)
8.48
+ 1 (3.46)
Contrairement au cas scalaire ou` le de´placement du centre est a` peu pre`s e´quivalent a`
l’augmentation de la bordure dans le re´gime des milieux optiquement denses (deuxie`me
et troisie`me termes de l’e´quation (3.45)) on obtient un facteur proche de deux dans le
cas vectoriel (deuxie`me et troisie`me terme de l’e´quation (3.46)). Par contre nous sommes
encore en accord avec l’e´volution du centre des distributions dans le plan complexe obtenus
a` l’e´quation (3.21).
La ﬁgure 3.10 montre l’e´volution de la valeur maximum moyenne des largeurs des
modes Γat en fonction de l’e´paisseur optique b0 dans le cas scalaire et de l’e´paisseur
optique corrige´e par la densite´ du syste`me (b0 − 2/k0l) dans le cas vectoriel. Meˆme si
le comportement de cette quantite´ semble similaire dans le cas scalaire et vectoriel il
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existe, au meˆme titre que pour les l’e´volution des centre des distributions (ﬁgure 3.3), une
diﬀe´rence drastique entre les deux cas qui est la de´pendance en densite´ de cette quantite´.
Les courbes en trait pleins repre´sentent les e´quations (3.45) et (3.46) qui ont e´te´ obtenues
sur la base de la re´fe´rence [76] en faisant un ﬁt de nos donne´e nume´riques.
Il est inte´ressant de voir que dans le cas scalaire la valeur maximale moyenne des
largeurs des modes de´pend uniquement de l’e´paisseur optique ce qui nous montre que
la physique qui domine cette quantite´ est celle des eﬀets coope´ratifs ce qui n’est pas
exactement le cas lorsque l’on conside`re la nature vectorielle de la lumie`re. Un autre
aspect inte´ressant est l’existence de deux re´gimes diﬀe´rents que ce soit dans le cas scalaire
et vectoriel, l’un e´voluant en racine carre´e de l’e´paisseur optique ou en racine carre´ de
l’e´paisseur optique corrige´e par la densite´, l’autre re´gime e´voluant de manie`re line´aire en
fonction de l’e´paisseur optique ou de l’e´paisseur optique corrige´e par la densite´.
Enﬁn il est important de souligner que les comportements explicite´s par les e´quations
(3.45) et (3.46) sont uniquement valable pour des syste`mes dont la taille est supe´rieure a` la
longueur d’onde λ. En eﬀet en conside´rant l’e´quation de´crivant ΓMax dans le cas vectoriel
il apparaˆıt imme´diatement que son domaine de validite´ est re´duit a` b0 − 2/k0l > 0 ce qui
nous conduit a` k0L & 2. Nous ne le montrons pas dans cette partie mais nous avons ve´riﬁe´
nume´riquement que ces lois n’e´taient plus valides pour des syste`mes de petite taille.
Evolution de la valeur minimum moyenne des largeurs de modes.
De la meˆme manie`re que nous avons traite´ le moment d’ordre 1 de la valeur maximum
de la largeur de modes ΓMax, nous pouvons proce´der a` une e´tude similaire pour la valeur
minimum moyenne Γmin. La connaissance du moment d’ordre 1 de la valeur minimum des
largeurs des modes repre´sente certains inte´reˆts en physique notamment dans la de´ﬁnitions
de seuils pour des eﬀets types laser ale´atoires dans des milieux de´sordonne´s [126], ou encore
dans le seuil concernant l’apparition d’instabilite´s dynamiques [72].
Dans le cas du seuil pour le laser ale´atoire on peut voir cela de manie`re intuitive
lorsque le taux d’e´mission minimum d’ampliﬁcation devient supe´rieur au taux d’e´mission
minimum des pertes [74], qui est relie´ a` la valeur minimum moyenne des largeurs des
modes. En eﬀet un laser ale´atoire est un milieu a` gain de´pourvus de cavite´ ou` la diﬀusion
multiple est cense´e jouer le roˆle re´troactif. Un milieu de´sordonne´ compose´ de dipoˆles
ponctuels dispose´s de manie`re ale´atoire dans un volume donne´e est donc un candidat
ide´al a` l’e´tude de ce genre de phe´nome`nes et il a e´te´ observe´ re´cemment que un nuage
d’atomes froids, compose´ de rubidium (85Rb) pouvait a` la fois jouer le roˆle de milieu
diﬀusant et de milieux a` gain en se servant de transition sa structure hyperﬁne.
Pour ce qui est des instabilite´s dynamiques il faut voir la valeur minimum moyenne des
largeurs des modes comme la valeur au-dela` de laquelle les taux de´mission d’instabilite´
commencent a` dominer la dynamique du syste`me.
Dans les milieux dilue´s, en se rappelant des distributions dans le plan complexe des
valeurs propres de l’hamiltonien eﬀectif Heff (ﬁgure 3.2), on peut s’attendre a` ce que la
physique de Γmin soit domine´ par les paires coope´ratives situe´es dans les branche he´li-
co¨ıdales des distributions. Il faudra donc se servir des expression obtenues dans le cas
de N = 2 atomes en se concentrant sur les e´tat sousradiants aﬁn d’avoir une ide´e sur le
comportement du moment d’ordre 1 de la valeur minimum des largeurs de modes.
Pour des milieux denses, toujours en se reme´morant les distributions de valeurs propres
dans le plan complexe (ﬁgure 3.4), on remarque que la quantite´ Γmin sera toujours domi-
ne´e par les paires sousradiantes dans le cas vectoriel mais qu’un autre type de physique
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diﬀe´rents de celle des paires va la dominer dans le cas scalaire.
Aﬁn d’obtenir le comportement de Γmin, il faut tout d’abord la relier a` la densite´ de
probabilite´ p(∆rmin) de trouver deux atomes a` une distance ∆rmin, qui est la distance
la plus petite se´parant deux atomes dans un nuage de taille L contenant N − 2 autres
atomes. Sachant que la probabilite´ de trouver deux atomes a` une distance r est donne´e par
p1 =
4πr2
ρ
, que la probabilite´ que les autre paires d’atomes soient se´pare´es par une distance
supe´rieure a` ∆rmin est donne´e par p2 =
(
1 − 4π∆r
3
min
ρ
)(N−1)2
et que la probabilite´ que
les (N − 2) atomes soient a` une distance supe´rieure a` ∆rmin des deux premiers atomes
est p3 =
(
1 − 4π∆r
3
min
ρ
)(N−2)
, en calculant la probabilite´ p(rmin) = p1p2p3 [76] on peut
calculer :
p(∆rmin) = N(N − 1)
(
4πr2
L3
)(
1− 4πr
3
L3
)(N−2)(N−1)2
(3.47)
En faisant le de´veloppement de la partie imaginaire de l’e´quation (3.4) correspondant
aux e´tats de paires sousradiant on obtient Γ− ≃0 1 − (kr)
2
6
ce qui nous permet de relier
une distance kr a` une largeur minimum. On peut donc relier la densite´ de probabilite´
de trouver deux atomes a` une distance ∆rmin associe´e a` une largeur de mode minimale
telle que p(min(Γat)) = p(∆rmin)× d(∆rmin)/d(min(Γat)) ce qui nous permet de calculer
sa valeur moyenne dans la limite d’un grand nombre d’atomes (N → ∞). On peut ainsi
obtenir la relation de´crivant l’e´volution valeur minimale moyenne des largeurs des modes :
〈Γmin〉 ∝ Γ0
b0N
1
3
= Γ0(Nρλ
3)−
2
3 . (3.48)
Nous remarquons que l’e´quation (3.48) peut aussi bien eˆtre exprime´e en fonction de l’e´pais-
seur optique b0 ou de la densite´ du syste`me ρλ
3 re´ajuste´e ensuite par le nombre d’atomes
N . Cependant il est important de noter que la manie`re la plus correcte de repre´senter
〈Γmin〉 est en fonction de la densite´ spatiale d’atomes ρλ3. En eﬀet, le comportement
des paires d’atomes plus proches voisins est un comportement exclusivement local qui ne
de´pend pas des corre´lations induites par les interactions longues porte´es, la correction
nume´rique N dans l’e´quation (3.48) venant du fait que chaque paires d’atomes peut eˆtre
vue comme une re´alisation inde´pendante. Bien que cela soit tentant de les repre´senter
en fonctions de l’e´paisseur optique car nous les avons appele´es paires coope´ratives, il est
pre´fe´rable de les repre´senter en fonction de la densite´ spatiale.
Aﬁn de calculer nume´riquement Γmin, nous proce´dons de manie`re similaire a` la section
pre´ce´dente en de´ﬁnissant :
Γmin = 〈min
i
(Γi)〉 (3.49)
ou` 〈·〉 repre´sente encore la moyennes sur les conﬁgurations spatiales.
La ﬁgure 3.11 montre la quantite´ Γmin dans le cas scalaire et vectoriel pour des den-
site´s spatiales de diﬀuseurs allant de ρλ3 = 0.44 a` ρλ3 = 131.6. Dans le re´gime dilue´
(ρλ3 < 20), on remarque que le comportement de´crit par l’e´quation (3.48) (courbes en
trait pleins sur les graphiques) marche parfaitement pour de´crire l’e´volution de la valeur
minimum moyenne des largeurs des modes ce qui est une bonne indication de l’inﬂuence
du comportement de cette quantite´ par les paire sousradiantes dans cette gamme de pa-
rame`tres.
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Figure 3.11 – Evolution de la valeur minimum moyenne des largeurs des modes Γmin en
fonction de (ρλ3N)−
2
3 dans les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite)
pour des densite´s allant de ρλ3 = 0.44 a` ρλ3 = 131.1. Comme nous l’avions pre´vus a` partir
des distributions des valeurs propres de Heff dans le plans complexe, que ce soit dans le
re´gime dilue´ ou dans le re´gime dense le moment d’ordre 1 de la valeur minimum de largeur
des modes est domine´e par les paires sousradiantes dans le cas vectoriel alors que nous
observons une nette rupture de pente dans le cas scalaire. Cette rupture de pente dans le
cas scalaire apparaˆıt aux grandes densite´s (ρλ3 ≃ 26.32) et correspond a` l’apparition de
la concentration des valeurs propres ayant un long temps de vie autour d’une e´nergie bien
pre´cise (Eat ≃ 1). Les traits pleins repre´sentent l’e´quation (3.48) sur les deux graphiques.
Lorsque l’on conside`re des milieux denses (ρλ3 > 20), on remarque que Γmin est toujours
domine´ par les paires sousradiantes dans le cas vectoriel. En eﬀet la conside´ration du terme
de champ proche de l’interaction dipoˆle-dipoˆle (2.87) a pour eﬀet que le de´placement
en fre´quence des niveaux d’e´nergies de deux atomes tre`s proche (situe´s a` une distance
infe´rieure a` la longueur d’onde) est accru duˆ a` la pre´sence du terme en 1/r3 ce qui a pour
conse´quence un de´couplage des paires coope´rative (sousradiantes et superradiantes) du
reste du syste`me. Dans le cas scalaire, ou` le de´placement en fre´quence est moindre duˆ a`
l’unique pre´sence du terme en 1/r, ces e´tats de paires se recouplent a` des e´tats coope´ratifs
concernant plus de 2 atomes, ce qui a pour conse´quence l’apparition de cette branche et
la diminution drastique de la quantite´ Γmin.
Evolution de la valeur la plus probable des largeurs des modes.
Dans cette section nous nous inte´ressons au comportement de la valeur la plus pro-
bable Γinv des largeurs des modes, qui correspond a` la largeur associe´e au maximum des
distributions P (Γat) telle que
P (Γinv) = max(P (Γat)) (3.50)
L’e´tude de cette quantite´ va nous permettre de savoir si elle est domine´e par des eﬀets
lie´s au de´sordre et par conse´quent que son comportement de´pende de la densite´ spatiale
ρλ3 du syste`me ou si elle est domine´ par les eﬀets coope´ratif ce qui se traduirait par une
de´pendance en e´paisseur optique b0.
La conside´ration des distributions des largeurs des modes a` la section pre´ce´dente (ﬁgure
3.7) nous a montre´ que pour des milieux dilue´s (b0 ≪ 1 et ρλ3 ≪ 1), la physique de
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Figure 3.12 – Evolution de la valeur la plus probable des largeurs de modes Γinv dans
le cas scalaire en fonction de l’inverse de l’e´paisseur optique (b
(s)
0 )
−1. On peut remarquer
que pour des milieux peu denses (ρλ3 < 26), cette quantite´ a un comportement line´aire
en fonction de l’inverse de l’e´paisseur optique ce qui nous laisser pre´sager que les eﬀets
coope´ratifs la dominent. La rupture de pente ayant lieu pour les milieux denses (ρλ3 >
26) a lieu a` peu pre`s au meˆme point ou` les paires coope´ratives ne dominent plus le
comportement de la valeur moyenne minimale des largeurs des modes Γmin, ce qui nous
montre qu’un nouveau type de physique domine cette quantite´. Evolution de la quantite´
Γinv en fonction de l’inverse de l’e´paisseur optique b
−1
0 . On remarque que Γinv e´volue
line´airement en fonction de (b
(v)
0 )
−1 et qu’a` partir d’une certaine densite´, correspondant
au nombre de Ioﬀe-Regel k0l
(v) = 1 la pente de cette de´pendance line´aire augment en
fonction de la densite´ (ou du nombre de Ioﬀe-Regel).
l’atome unique e´tait dominante et les distributions P (Γat) e´taient centre´s autour de la
valeur Γ0 = 1. On peut donc s’attendre dans ce re´gime-la` a` ce que la valeur la plus
probable des largeurs des modes soit aux alentours de Γ0 = 1. Lorsque la densite´ spatiale
de diﬀuseurs ρλ3 et de manie`re e´quivalente l’e´paisseur optique b0 augmentent, on remarque
en conside´rant les ﬁgures 3.7 et 3.9 que la valeur la plus probable des largeurs des modes
se de´place vers les petites valeurs de Γat (inf Γ0). Que ce soit dans les cas scalaire ou
vectoriel on remarque, dans la gamme de parame`tres que nous conside´rons (k0L > 2π),
qu’il n’y a qu’une seule valeur pour Γinv . De plus, sa position est moins prononce´e dans
le cas scalaire et tend a` disparaˆıtre lorsque l’on conside`re des milieux denses.
La ﬁgure 3.12 montre l’e´volution de la quantite´ Γinv dans le cas scalaire et vectoriel
pour de taille de syste`me supe´rieure a` λ et diﬀe´rentes densite´ spatiales ρλ3 = 1.36 a` 131.6.
Dans les deux cas nous avons fait tout d’abord la conjecture que cette quantite´ devait
eˆtre domine´e par les eﬀets coope´ratifs et que par conse´quent elle e´voluerait en fonction de
l’e´paisseur optique b0 ou de son inverse.
Dans le cas scalaire on remarque bien que pour des milieux peu denses (ρλ3 < 13.6)
cette quantite´ e´volue line´airement en fonction de (b
(s)
0 )
−1 telle que :
Γinv ≈ Γ0
b0
(3.51)
ce qui nous permet de dire que dans cette gamme de parame`tres elle est majoritairement
domine´e par les eﬀets coope´ratifs. La rupture de pente ayant lieu pour des syste`mes
denses (ρλ3 > 26) se produit a` peu pre`s au meˆme point ou` les paires coope´ratives ne
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Figure 3.13 – Evolution de la valeur la plus probable des largeurs des modes Γinv dans
le cas vectoriel en fonction de la quantite´ explicite´e a` l’e´quation (3.52). On remarque que
toutes les courbes collapsent sur la courbe en traits pleins ce qui prouve que l’e´quation
(3.52) de´crit correctement le comportement de Γinv dans cette gamme de parame`tres.
dominent plus le comportement de la valeur moyenne minimum des largeurs des modes
Γmin (ﬁgure 3.11), ce qui nous montre qu’un autre type de physique (peut eˆtre relie´ aux
eﬀets coope´ratifs) domine le comportement de cette quantite´.
Dans le cas vectoriel, on remarque clairement une de´pendance line´aire de Γinv par
rapport a` l’inverse de l’e´paisseur optique (b
(v)
0 )
−1 et la pente de cette droite augment
lorsque l’on conside`re des syste`mes de plus en plus denses. Empiriquement nous avons
obtenus que le comportement de Γinv e´tait de´crit par :
Γinv ≈ Γ0
b
(v)
0
(
1 +
0.75
k0l(v)
)
(3.52)
ce que nous conﬁrme la ﬁgure 3.13. Il faut toutefois noter que les e´quations (3.51) et
(3.52) ne permettent pas de retrouver la physique de l’atome unique dans la mesure ou`
elle diverge pour de tre`s faible e´paisseur optiques b
(v)
0 .
1.4.d Conclusions et discussion sur l’e´tude des largeurs des modes Γat et
de leur distributions.
L’e´tude des largeurs des modes Γat nous a permis de mettre en e´vidence plusieurs
comportements relie´s a` l’e´paisseur optique b0 du nuage et par conse´quent aux eﬀets co-
ope´ratifs. L’e´tude des distributions des largeurs des modes P (Γat) nous permet de remettre
en question la validite´ sur l’association de la loi de puissance P (Γat) ∝ Γ−1at a` des eﬀets
de localisation lie´ au de´sordre, dans la mesure ou` l’on a observe´ une convergence continue
de l’exposant de cette loi d’une valeur supe´rieure a` −1 vers une valeur supe´rieure qui est
−4/3. L’absence d’observation d’autre lois relie´es a` des re´gimes caracte´ristiques (re´gime
balistique, re´gime diﬀusif ou encore e´tats exponentiellement localise´ au centre du nuage),
nous permet de remettre en cause la validite´ d’une telle approche dans le type de syste`me
que nous conside´rons. En eﬀets ces lois ont e´te´ de´rive´es dans le cadre de travaux sur les
matrices ale´atoires ou sur le Tight Binding Hamiltonian de´sordonne´ ou` seules les inter-
actions plus proches voisins sont conside´re´es alors que nous savons que les interactions
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longues prote´e sont pre´sentes dans les syste`mes que nous conside´rons. De plus une hypo-
the`se forte faite aﬁn d’obtenir ces lois est celle d’un couplage surfacique du syste`me avec le
continuum alors que dans le cas d’interactions longues porte´es ce couplage est volumique.
L’e´tude des comportements asymptotiques des largeurs des modes nous a permis de voir
que les eﬀets coope´ratifs dominaient la largeur moyenne maximum ΓMax et que le paires
coope´ratives dominaient le comportement de la largeur moyenne minimum Γmin pour des
milieux dilue´s (ρλ3 < 20). Alors que les paires coope´ratives continuent de dominer Γmin
pour des milieux denses dans le cas vectoriel, on remarque un brusque changement de
comportement de cette quantite´ dans le cas scalaire. Cette rupture arrive a` un point inte´-
ressant proche du seuil pre´dit par Ioﬀe-Regel pour la transition entre le re´gime me´tallique
et isolant [79]. Cependant, il est important de souligner qu’a` ces densite´s les paires coope´-
ratives disparaissent dans le cas scalaire pour se coupler a` d’autres e´tats concernant un
plus grand nombre d’atome. Il nous est donc impossible de trancher formellement pour
dire si ces e´tats aux long temps de vie sont lie´s a` des modes localise´s duˆ au de´sordre ou
si ce sont des e´tats sousradiants.
1.5 Comportements de la partie re´elle des valeurs propres de
l’hamiltonien effectif.
1.5.a Distributions des positions des modes P (Eat) dans les cas scalaire et
vectoriel.
De la meˆme manie`re que nous avons conside´re´ les largeurs des modes Γat, nous pou-
vons aussi e´tudier le comportement et les proprie´te´s statistiques des positions en e´nergies
Eat = ℜ(Λ) des valeurs propres de l’Hamiltonien eﬀectif Heff . Ce type d’approche, qui
est e´quivalent a` l’e´tude du comportement de la densite´ d’e´tats, a connu son essor dans
les anne´es 60 lors de l’ave`nement des the´ories sur les matrices ale´atoires [127]. Cette sec-
tion n’a pas pour pre´tention de contredire les travaux mene´s dans les re´fe´rences [77, 76]
mais plutoˆt d’y apporter des observations empiriques supple´mentaire dans des re´gimes
interme´diaires.
Dans le cadre des matrices ale´atoires et plus pre´cise´ment du Tight Binding Hamiltonian,
nous avons pre´ce´demment e´voque´ que la densite´ d’e´tats pouvait eˆtre de´crite par une loi
semi circulaire [59]. Dans la situation d’un milieu totalement ordonne´ (cristal parfait),
une caracte´ristique de la densite´ d’e´tats est la pre´sence de singularite´s de van Hove [128],
cause´es par les interactions longues prote´es rendues possible par la pe´riodicite´ du milieu,
ayant pour conse´quence la pre´sence de coupures nettes dans les distributions des postions
des modes. Lorsque le syste`me est faiblement de´sordonne´, ces cassure nette de la densite´
d’e´tats se lissent et il apparaˆıt des queues dans les distributions d’e´nergies, appele´es queues
d’Urbach [129]. Ces de´viations a` la densite´ d’e´tats d’un cristal parfait ont e´te´ observe´es
en 1953 dans les spectres d’absorption de cristaux ioniques a` haute tempe´rature et ont
e´te´ observe´es depuis dans un grand nombre de mate´riaux. Pour un milieu totalement
de´sordonne´, il est cense´ n’y avoir aucune corre´lations longue prote´e, il a e´te´ prouve´ de
manie`re formelle que la densite´ d’e´tats ne posse`de aucune singularite´ [130] et qu’il n’y a
pas de brisures nettes dans les distributions en e´nergies mais plutoˆt des queues lissent ou`
se situent les e´tats localise´s.
Dans notre cas, peu d’e´tudes ont e´te´ mene´es uniquement sur les comportements des
distributions des positions des modes que ce se soit dans le cas scalaire ou vectoriel [68].
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En ce qui concerne le cas scalaire des pre´dictions analytiques [77, 76] en fonctions des
diﬀe´rents parame`tres (taille du syste`me k0L, densite´ spatiale ρλ
3 ou encore e´paisseur
optique b0) ont e´te´ obtenues pour le spectre de la matrice ale´atoire cosinus cardinal :
Cij = (1− δij)cos(k0|ri − rj|)
k0|ri − rj| (3.53)
qui est directement relie´e a` la partie re´elle du potentiel d’interaction dans le cas scalaire
(eq. (2.90)). Les comportements analytiques ont tout d’abord e´te´ obtenus de manie`re ap-
proximative [76] en utilisant la fonction inverse de la re´solvante appele´e Blue Fonction puis
par une approche exactes en utilisant la meˆme me´thode agre´mente´e d’une de´composition
de l’e´quation (3.53) sur une base d’harmonique sphe´riques [77].
Selon ces travaux, dans la limite des grandes tailles de syste`me (k0L ≫ 1) il a e´te´
trouve´ que pour les milieux optiquement dilue´s (b0 ≪ 1) que la distribution des valeurs
propres p(Λr) de l’e´quation (3.53) e´tait de´crite par une loi semi circulaire telle que :
P (Λr) =
√
β − Λ2r
2πβ
(3.54)
ou` β est une quantite´ proportionnelle a` l’e´paisseur optique b0. Toujours dans la situation
de syste`mes de grande tailles, dilue´s spatialement mais dense optiquement (b0 ≫ 1), ce
qui implique que leur taille est plus grande que dans la situation concernant l’e´quation
(3.54), il a e´te´ obtenu que la distribution des valeurs propres de l’ope´rateur (3.53) e´taient
de´crite par une lorentzienne telle que :
P (Λr) =
1
(1 + Λ2r)
(3.55)
Les deux expressions pre´ce´dentes ne sont pas de´pourvues d’inte´reˆts, la premie`re (eq.
(3.54)) concernant les milieux optiquement denses permet de retrouver le cas limite de´crit
dans le contexte des matrices ale´atoires pour des ensembles Gaussiens Orthogonaux et per-
met aussi de retrouver les caracte´ristique relie´es aux singularite´s de van Hove, la deuxie`me
(eq. (3.55)), comme nous le verrons d’ici peu de temps, est a` relier aux distributions des
positions en e´nergie des paire coope´ratives.
Dans le cas de milieux spatialement denses, il a e´te´ obtenus qu’une plage de valeurs
propres contenues dans l’intervalle [Λr,1,Λr,2] tel que

Λr,1 ≃ −ρλ
3
2π2
− π
2
2ρλ3
Λr,2 ≃ −3[ρλ
3]1/3
2π2/3
+
π2/3
2[ρλ3]1/3
+
π2
6ρλ3
(3.56)
ce qui est aussi en accord avec les observations que nous avons faites pre´ce´demment ou`
la se´gre´gation entre les valeurs propres ne de´pend que de la densite´ spatiale du syste`me
[108].
En ce qui concerne le comportement des partie re´elles Eat des valeurs propres de l’ha-
miltonien eﬀectif Heff dans le cas scalaire (eq. 2.90) et vectoriel (eq. 2.87), les corre´lations
existantes entre les parties re´elles et imaginaire rajoute´es a` la divergence de la partie re´elle
pour k0r → 0 rendent l’approche analytique singulie`rement plus de´licate. Cependant on
peut se servir des comportements qui ont e´te´ obtenus pour l’ope´rateur ale´atoire cosinus
cardinal comme base pour notre e´tude nume´rique.
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Figure 3.14 – Zoom sur les ailes lisse´es des distributions de positions en e´nergies P (Eat)
dans le cas scalaire (ﬁgure de gauche) et le cas vectoriel (ﬁgure de gauche) pour un syste`me
contenant N = 2 atomes dans une boite de taille k0L = 1.57 moyenne´ sur 4950 positions.
On remarque clairement que les re´sultats obtenus sur les ailes des distributions sont en
parfait accord avec les expressions donne´e par les e´quations (3.59) pour le cas scalaire et
(3.60) pour le cas vectoriel.
En reprenant une approche similaire a` celle que nous avons utilise´e pre´ce´demment pour
obtenir la largeur moyenne minimum de largeurs des modes, on peut de´velopper les parties
re´elles des e´quations (2.90) et (2.87) dans la situation simple de´crivant les cas de N = 2
atomes. Pour le cas scalaire on obtient que :
ℜ(Λ±) = ± 1
k0r
+O(k0r) (3.57)
et pour les cas vectoriel nous obtenons :
ℜ(Λ±) = ± 1
(k0r)3
+O(k0r) (3.58)
En se rappelant que la probabilite´ de trouver deux atomes se´pare´s d’une distance r est
donne´e par p(r) = 4πr2/(k0L)
3, dans l’hypothe`se faite d’une syme´trie sphe´rique, et en
se servant de la relation P (E)dE = P (r)dr on obtient que la distribution en e´nergies
Ppaires(Eat), associe´e a` deux atomes place´s a` une distance tre`s proche l’un de l’autre, est
de´crite dans le cas scalaire par :
Ppairs(Eat) ∝ 1
E4at
(3.59)
et pour le cas vectoriel nous obtenons :
Ppairs(Eat) ∝ 1
E2at
(3.60)
Les deux expressions pre´ce´dentes montrent une singulie`re diﬀe´rence dans les compor-
tements des positions des modes meˆme dans la limite de N = 2 atomes. En se re´fe´rant a`
la distribution des valeurs propres dans le plan complexe (ﬁgure 3.4) on pouvait de´ja` re-
marquer cette diﬀe´rence dans les comportements des valeurs propres associe´es aux paires
coope´ratives et de´crites par les e´quations (3.4),(3.9) et (3.10).
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Figure 3.15 – Distributions des positions en e´nergies P (Eat) dans les cas scalaire (ﬁ-
gures de gauche) et vectoriel (ﬁgures de droite) dans le limite des milieux dilue´s. Dans les
ﬁgures du haut la densite´ est maintenue constante (ρλ3 = 0.44), le nombre de conﬁgura-
tions spatiales varie entre 100, 20 et 10 conﬁgurations et le nombre d’atomes varie entre
N = 100, 500 et 1000, faisant varier de manie`re proportionnelle l’e´paisseur optique b0 des
nuages. La forme de ces distributions est clairement de´crite par une loi semi circulaire
(eq. (3.54)) dont le rayon augmente de manie`re proportionnelle avec l’e´paisseur optique b0
dans le deux cas. Les insets montrent les ailes des distributions lisse´es en repre´sentation
logarithmique pour les meˆmes parame`tres. On remarque clairement que le comportement
des paires coope´ratives de´crit aux e´quations (3.59) et (3.60) est pre´sent dans ces dis-
tributions. Dans les ﬁgures du bas, l’e´paisseur est maintenue constante (b
(s)
0 = 1.84 et
b
(v)
0 = 2.76) en faisant varier le nombre d’atome entre N = 450 a` 1000 pour diﬀe´rentes
densite´ spatiales de diﬀuseurs allant de ρλ3 = 0.44 a` ρλ3 = 0.66.On remarque clairement
dans les deux cas que toutes les distributions sont exactement similaires ce qui montre
que dans cette gamme de parame`tres (milieux spatialement dilue´s) l’e´paisseur optique est
l’unique parame`tre pertinent pour de´crire la forme des distributions.
La ﬁgure 3.14 nous pre´sente les ailes lisse´es des distributions des positions en e´nergies
P (Eat) pour un syste`me contenant N = 2 atomes, on remarque clairement dans les deux
cas scalaire et vectoriels qu’elles suivent les lois de puissance obtenues aux e´quations (3.59)
et (3.60).
Pour un syste`me contenant plus que N = 2 atomes, en se rappelant de la re´partition
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Figure 3.16 – E´volution du rayon de la loi semi circulaire en fonction de l’e´paisseur
optique b0 pour les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite) dans la
limite des milieux dilue´s ρλ3 < 13.16. Dans le cas scalaire on observe clairement une de´-
pendance line´aire du rayon en fonction de l’e´paisseur optique b
(s)
0 pour de densite´ infe´rieure
a` ρλ3 ≃ 2, on remarque aussi que toutes les courbes se superposent inde´pendamment de la
densite´ montrant ainsi que l’e´paisseur optique est le seul parame`tre pertinent dans cette
gamme de parame`tres.
des valeurs propres dans le plan complexe (ﬁgures 3.2 et 3.4), on peut d’ores et de´ja`
s’attendre a` ce que la physique des paires coope´ratives, de´crite aux e´quations (3.59) -
(3.60) et contenue dans les ailes des distributions, e´volue de manie`re inde´pendante par
rapport au reste des modes domine´s pas une physique collective. Dans la limite des milieux
spatialement et optiquement dilue´s (ρλ3 ≪ 1 et b0 ≪ 1) il est a` pre´voir que la physique
de l’atome unique domine le comportement des valeurs propres et que les distributions
d’e´nergies soient centre´es autour de la valeur Eat = 0.
La ﬁgure 3.15 montre les distributions des positions des modes P (Eat) dans les cas
scalaire et vectoriels pour diﬀe´rents nombres d’atomes (N = 100, 500 et 1000) pour un
nuage dilue´ spatialement (ρλ3 = 0.44) et optiquement (b0 ∼ 1). On remarque que dans
ce re´gime les distributions P (Eat) sont clairement de´crites par une loi semi circulaire
semblable a` l’e´quation (3.54 ﬁgures du haut) dont le rayon augmente proportionnellement
a` l’e´paisseur otique b0. Les insets montrent les ailes de ces distributions lisse´es aﬁn de
souligner les comportements en loi de puissances de ces dernie`res cohe´rents avec ceux
obtenus aux e´quations (3.59) et (3.60), ce qui nous montre une cohabitation entre les
paires coope´ratives et une physique dite collective.
Toujours en restant dans la limite de milieux dilue´s mais en conside´rant cette fois un
syste`me dont l’e´paisseur optique b0 (3.15 ﬁgures du bas) est constante et la densite´ spatiale
d’atomes ρλ3 varie, nous remarquons que toutes les courbes sont de´crite par une meˆme
expression ce qui nous montre que dans cette gamme de parame`tres l’e´paisseur optique
est l’unique parame`tre dont de´pendent les distributions des positions de modes P (Eat).
La re´duction des moindres carre´s a` partir de l’e´quation (3.54) sur nos donne´es nu-
me´riques nous permet d’obtenir l’e´volution du parame`tre β en fonction de l’e´paisseur
optiques b0 dans les cas scalaire et vectoriels. Dans le cas scalaire on remarque claire-
ment un comportement line´aire pour des densite´s infe´rieures a` ρλ3 ≃ 2 et nous obtenons
β ≃ 0.12b(s)0 . Dans le cas vectoriel la pre´sence accrue des paires coope´rative dans les ailes
des distributions P (Eat) rend la convergence du ﬁt moins bonne et a` tendance a` fausser
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Figure 3.17 – Repre´sentation en semi-log des distributions des positions en e´nergies
P (Eat) dans les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite) pour diﬀe´rentes
densite´s spatiales ρλ3 de diﬀuseurs et une e´paisseur optique constante (b
(s)
0 = 8.33 et
b
(v)
0 = 12.5). Aﬁn de maintenir l’e´paisseur optique constant en augmentant la densite´
spatiale, le nombre d’atome N est varie´ entre N = 26 et 10500 dans le cas scalaire et
N = 26 et 3730 dans le cas vectoriel. On remarque que le changement de forme des
distributions P (Eat) se fait de manie`re continue en fonction de la densite´ spatiale ρλ
3
du syste`me. La repre´sentation en semi-log souligne le comportement exponentiel de ces
distributions pour les milieux denses.
ce comportement line´aire. La ﬁgure 3.16 nous montre l’e´volution du rayon R des distri-
butions des positions des modes P (Eat) en fonction de l’e´paisseur optique b0 du syste`me
dans le cas scalaire et vectoriel. Ce rayon a e´te´ obtenu en re´duisant les moindres carre´es
entre l’expression de´crite a` l’e´quation (3.54) et nos donne´es nume´riques en laissant le pa-
rame`tre β (proportionnel au rayon de la loi semi circulaire) comme parame`tre libre. Dans
le cas scalaire on observe clairement le comportement line´aire (β ∝ 0.12b(s)0 ) de ce rayon
en fonction de l’e´paisseur optique b
(s)
0 du syste`me totalement inde´pendant de la densite´
spatiale de diﬀuseurs ρλ3. On remarque aussi le de´crochement qui apparaˆıt aux grandes
densite´s (ρλ3 > 2) ou` la loi semi circulaire n’est plus cense´e fonctionner pour de´crire le
comportement des distributions P (Eat), ce qui concorde aussi avec les re´sidus obtenus en
re´duisant les moindres carre´s qui sont de l’ordre de 10−3 au lieu de 10−5 pour les milieux
dilue´s (ρλ3 < 2). Dans le cas vectoriel, la pre´sence accrue des paires coope´ratives dans les
ailes des distributions des positions de modes P (Eat) a tendance a` fausser ce comporte-
ment line´aire, ce qui se traduit par des re´sidus plus e´leve´s que dans le cas scalaire, mais
on remarque tout de meˆme un comportement inde´pendant de la densite´ spatiale du nuage
dans la limite des milieux dilue´ (ρλ3 < 2).
En conside´rant des milieux spatialement denses, dans les deux cas (scalaire et vectoriel)
on remarque une diﬀe´rence singulie`re de la forme des distributions des positions des modes
P (Eat) compare´es a` celles obtenues dans les re´gimes dilue´s. Ce changement dans la forme
des distributions P (Eat) n’est pas une transition abrupte entre un comportement lie´ aux
re´gimes dilue´s et un comportement lie´ aux re´gimes denses mais plutoˆt un passage continu
entre les deux.
Le ﬁgure 3.17 nous montre les distributions des positions en e´nergie P (Eat) dans les
cas scalaire et vectoriel pour des syste`mes a` diﬀe´rentes densite´s spatiales ρλ3 de diﬀuseurs
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Figure 3.18 – Repre´sentation en semi-log des distributions des positions en e´nergies
P (Eat) dans les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite) pour un
milieu dense (ρλ3 = 26.32) et diﬀe´rents nombre d’atomes N = 100 a` 1000. Malgre´ un
aﬀaissement dans le cas scalaire pour N = 1000 atomes, on remarque que le parame`tre
d’ordre de la loi exponentielle qui de´crit le centre des distributions P (Eat) e´volue tre`s peu
en fonction de l’e´paisseur optique (b
(s)
0 ou b
(v)
0 ) du syste`me.
pour une e´paisseur optique constante (b
(s)
0 = 8.33 et b
(v)
0 = 12.5). Il apparaˆıt clairement
que la forme de ces distributions change de manie`re continue en fonction de la densite´
spatiale ρλ3 du syste`me, passant d’une loi semi circulaire pour les milieux dilue´s (ρλ3 < 1)
a` un comportement exponentiel (souligne´ par la repre´sentation en semi-log) pour les mi-
lieux denses. Ce comportement exponentiel du centre des distributions en e´nergies P (Eat)
autour de Eat = 0 pour les milieux denses peut eˆtre de´crit par une loi de Laplace tel que :
P (Eat) =
1
2β′
exp(−β′|E|) (3.61)
Des comportements similaires ont e´te´ obtenus en conside´rant la densite´ d’e´tats de mate´-
riaux organiques de´sordonne´s [131] qui ont e´te´ assimile´s a` des redistributions anormales
d’e´nergies. Il est aussi utile de remarquer que les ailes des distributions P (Eat), qui corres-
pondent aux paires coope´ratives, ont un comportement inde´pendant du reste des distri-
butions et sont encore de´crites pas les e´quations (3.59) et (3.60). Aﬁn de voir comment se
comporte le parame`tre β′ de la loi exponentielle de´crit a` l’e´quation (3.61), nous conside´rons
les distributions P (Eat) pour une densite´ spatiale ρλ
3 de diﬀuseurs ﬁxe´e. La ﬁgure 3.18
montre l’e´volution de ces distributions en repre´sentation semi-log pour un milieu dense
(ρλ3 = 26.32) et diﬀe´rentes e´paisseur optiques (b
(s)
0 et b
(v)
0 ) obtenues en faisant varier le
nombre d’atomes (N = 100 jusqu’a` 1000). On remarque que le parame`tre (ou la largeur)
de la loi exponentielle de´crivant le centre des distributions des positions des modes P (Eat)
n’e´volue pratiquement pas en fonction de l’e´paisseur optique du syste`me. On remarque
l’asyme´trie ’rouge (Eat < 0)-bleu (Eat > 0’ apparaˆıtre, non de´crite par l’e´quation (3.61),
et dans le cas scalaire on observe un ’aﬀaissement’ de la distribution pour b
(s)
0 = 28.17
et N = 1000. Cet aﬀaissement est directement relie´ a` la disparition des paires coope´ra-
tives, qui se recouplent aux autres e´tats d’excitation collective correspondant a` un nombre
d’atomes plus e´leve´. Une re´duction des moindres carre´s sur nos donne´e nume´riques, en
utilisant l’e´quation (3.61) et en laissant le parame`tre β′ comme seul parame`tre libre nous
donne β′ ≃ 1.
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Figure 3.19 – Repre´sentation en semi log des distributions des positions des modes dans
les cas scalaire (ﬁgure de droite) et vectoriel (ﬁgure de gauche) pour un nuage contenant
N = 700 atomes pour deux densite´s spatiales ρλ3 diﬀe´rentes et 14 conﬁgurations spatiales.
Les courbes en trait pleins repre´sentes les e´quations (3.62), (3.63) et (3.64) obtenues
de manie`re empiriques a` partir des observations faite sur nos donne´es nume´riques. On
remarque que les comportements de´cris par ces e´quations sont en accord avec ceux de
nos donne´es nume´riques. Les insets montrent en repre´sentation logarithmique les ailes des
distributions lisse´es soulignant les comportements en loi de puissance lie´s a` la pre´sence
des paires coope´ratives (eqs. (3.59) et (3.60)).
Finalement, en se basant sur les observations que nous avons faites pre´ce´demment pour
les re´gimes spatialement dilue´s et spatialement denses, et en assimilant les comportements
dans les ailes a` des lorentzienne en E2at pour le cas scalaire et Eat pour le cas vectoriel,
nous obtenons de manie`re empirique que les distributions des positions des modes P (Eat)
ont une comportement dans la limite des re´gimes dilue´ (ρλ3 < 1) de´crit par la relation :
P (Eat) ≈ 2
π
√
β − E2at
β
+ Ppairs(Eat) (3.62)
ou` β a` la meˆme valeur dans le cas scalaire et vectoriel (β ≃ 0.1b0 avec b0 l’e´paisseur optique
soit dans le cas scalaire soit dans le cas vectoriel). Pour les re´gimes denses (ρλ3 > 1) nous
obtenons deux expressions le´ge`rement diﬀe´rentes entre les cas scalaires et vectoriel. Dans
le cas vectoriel les distributions des positions des modes sont de´crites par l’e´quation :
P (Eat) =
1
2β′′
exp(−β′′|E|) + 2
π
√
β′ − E2at
β′
+ Ppairs(Eat) (3.63)
et dans le cas vectoriel :
P (Eat) =
1
2β′′
exp(−β′′|E|) + Ppairs(Eat) (3.64)
Contrairement au cas scalaire, il est clair que la rupture abrupte dans le comportement
exponentiel du centre des distributions P (Eat) ne semble pas eˆtre pre´sente dans le cas
vectoriel. Il se peut que le nombre accru de paires coope´ratives dans ce cas-la` et leur
robustesse (tendance a` ne pas disparaˆıtre) rendent l’observation de cette rupture diﬃcile.
Nous avons choisis ab initio de repre´senter cette rupture dans le cas scalaire en se servant
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des bords de la loi semi circulaire obtenue dans les re´gimes dilue´s (3.54) ce qui s’est ave´re´
fonctionner sur le comportement de nos donne´es nume´riques.
La ﬁgure 3.19 nous montre les distributions des positions des modes en e´nergie en re-
pre´sentation semi-log pour un nuage contenant N = 700 atomes dans les re´gimes denses
(ρλ3 = 0.44) et dilue´s (ρλ3 = 13.16). Le courbes en trait pleins repre´sentent les e´quations
(3.62)-(3.64), obtenues de manie`re empirique a` partir des observations sur le comporte-
ment de nos donne´es nume´riques. Les inset montrent en repre´sentation logarithmique les
ailes des distributions P (Eat) lisse´es aﬁn souligner la pre´sence des paires coope´ratives dont
les comportements sont de´crits par les e´quations (3.59) et (3.60), on peut remarquer que
dans le cas scalaire la pre´sence des paire est moins prononce´e dans le re´gime dense ce qui
est en accord avec l’observation faite pour la re´partitions de paires dans le plan complexe
(ﬁgure 3.4).
1.6 Distribution des e´carts en e´nergie.
Apre`s avoir conside´re´ les distributions des positions des mode P (Eat) a` la section
pre´ce´dente, une autre quantite´ inte´ressante a` e´tudier est la distributions de e´carts moyens
entre les niveaux d’e´nergies conse´cutifs P (∆Eat) avec ∆Eat = Eat,i+1 − Eat,i. En eﬀet,
l’e´tude de cette quantite´ peut nous amener des informations sur les corre´lations susceptible
d’exister entre le positions des niveaux d’e´nergies et par conse´quent nous donner une
indication sur un changement drastique sur la dynamique du syste`me. En conside´rant les
distributions des largeurs des modes P (Γat) ou de leur position en e´nergie P (Eat), nous
regardons principalement les comportement qui sont relie´ au moments d’ordres 1 de ces
quantite´s alors que l’e´tude des distributions e´carts moyen en niveaux d’e´nergies conse´cutifs
va nous amener des informations sur les proprie´te´s statistiques des ﬂuctuations, moments
d’ordres 2, des distributions relie´es a` ces quantite´s. Il est a` noter que dans cette partie nous
nous re´fe´rerons a` des distributions dont l’e´cart moyen est normalise´ a` l’unite´ (〈∆Eat〉 = 1).
Dans de nombreux domaines de la physique ondulatoire, la distribution des e´carts entre
niveaux d’e´nergie conse´cutifs (commune´ment appele´e P (s) avec s ≡ ∆Eat) a e´te´ inten-
sivement e´tudie´e aﬁn de de´terminer si la dynamique de ces syste`mes e´tait de´terministe
(inte´grable) ou chaotique. Dans le cas de syste`mes inte´grables (dont le nombre de degre´s
de liberte´ et ne de´passe pas le nombre de degre´s de syme´tries), les niveaux d’e´nergies sont
totalement de´corre´le´s il a e´te´ trouve´ que la distribution des e´carts entre niveaux d’e´nergies
les plus proches e´tait de´crite par une loi de Poisson telle que :
PP (s) = e
−s (3.65)
Il faut cependant souligner que ce type de comportement n’est pas totalement universel a`
tous les syste`mes inte´grables, en eﬀet dans le cas d’un oscillateur harmonique, qui est un
syste`me tout a` fait inte´grable, les niveaux d’e´nergies sont e´quidistants ce qui se traduira
par une distribution des e´carts en e´nergies de´crite par une fonction delta.
Dans le cas de syste`mes chaotiques, les premier travaux fondateurs utilisant ce type
d’approche ont e´te´ introduits par Euge`ne Wigner [59, 60], qui a re´duit la complexite´ de
ces syste`mes en ne s’inte´ressant qu’au sous espace de Hilbert contenant deux niveaux
conse´cutifs en e´nergie, ce qui est e´quivalent a` se rapprocher de l’e´tude d’un syste`me a` 2
niveaux. En se basant sur les diﬀe´rentes proprie´te´s de syme´tries des Hamiltoniens, Dyson
[61] et Metha [127] ont e´tablis par la suite plusieurs classe d’universalite´s tout d’abord pour
les Ensembles Gaussiens Unitaires, les Ensembles Gaussiens Orthogonaux et les Ensembles
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Gaussiens Symplectiques. Dans les trois cas il a e´te´ trouve´ que les distributions des e´carts
entre niveaux d’e´nergies conse´cutifs e´taient bien de´crites par les distributions de Wigner :
PW (s) = As
βe−Bs
2
(3.66)
ou` β = 1, 2 ou 4 est un exposant qui de´pend de la classe d’universalite´ et A et B sont deux
constantes nume´riques de normalisations. En conside´rant rapidement l’e´quation (3.66), on
remarque que les distributions des e´carts entre les niveaux d’e´nergies conse´cutif auront
pour les tre`s petits e´carts (s → 0) un comportement line´aire (β = 1) pour les Hamilto-
niens appartenant aux Ensembles Gaussiens Orthogonaux, quadratique (β = 2) pour les
Hamiltoniens appartenant aux Ensemble Gaussiens Unitaires ou quartique (β = 4) pour
les matrices appartenant aux Ensembles Gaussiens Symplectiques. Il est important de
noter que malgre´ des diﬀe´rences notable dans les comportements des e´carts entre niveaux
d’e´nergies tre`s proches, les densite´s d’e´tats en e´nergies sont de´crites dans les trois cas par
des lois semi circulaires, ce qui nous montre que l’observation d’une loi semi circulaire,
comme nous l’avons obtenues pre´ce´demment (ﬁg. 3.19) n’implique pas l’observation d’une
re´pulsion entre les niveaux d’e´nergies.
Que ce soit pour des syste`mes inte´grables ou non inte´grables (chaotiques), les compor-
tements de´crits par les e´quations (3.65) et (3.66) ont e´te´ observe´ a` de maintes reprises
que ce soit nume´riquement ou expe´rimentalement dans le cadres d’e´tudes mene´es sur
des particules quantiques dans des billards chaotiques [132], avec des cavite´ micro-ondes
chaotiques [133] ou encore dans la situation d’un atome d’hydroge`ne soumis a` un tre`s fort
champ magne´tique exte´rieur [134].
Dans le cadre de la physique me´soscopique, il a tout d’abord e´te´ conjecture´ que la
the´orie des matrices ale´atoires pouvait s’appliquer au cas d’un e´lectron dans un potentiel
de´sordonne´ [135] ce qui a e´te´ de´montre´ par la suite par Efetov [136] en utilisant une ap-
proche supersymme´trique base´e sur le calcul de fonctions de corre´lations a` deux points. La
force de la the´orie des matrice ale´atoire re´sidant dans le fait que les de´tails microscopiques
du syste`me n’ont que peu d’inﬂuence sur les comportements des ﬂuctuations des densite´s
d’e´tats des valeurs propres et par conse´quent sur les distributions des e´carts entre niveau
d’e´nergies conse´cutifs.
En ce qui concerne la localisation d’Anderson des e´lectrons, en s’inte´ressant aux e´tats
propres de la matrice transmission, il est possible d’obtenir des informations sur les pro-
prie´te´s de transport du syste`me et par conse´quent de savoir si l’on conside`re une phase
me´tallique (ou` la diﬀusion multiple domine la dynamique du syste`me) ou une phase iso-
lante (ou` les modes localise´s au sens d’Anderson sont pre´dominants dans le syste`me).
Lorsque la diﬀusion multiple domine la dynamique du syste`me, il existe une corre´lation
entre les e´tats propres du syste`me ce qui a pour conse´quences une re´pulsion entre les
niveaux d’e´nergies, on pourra donc s’attendre a` ce que la distribution des e´carts entre
niveaux d’e´nergies conse´cutif soit de´crite pas les distributions de Wigner (eq. 3.66). Dans
la phase isolante, ou` il n’existe pas de corre´lations entre les e´tats localise´s et dons peu
de re´pulsion, la distribution des e´carts en e´nergies est de´crite par une loi de Poisson (eq.
3.65). L’universalite´ de ce type de comportements a e´te´ prouve´e expe´rimentalement dans
des cavite´s micro-ondes de´sordonne´es [137]. Cependant une transition abrupte entre les
distributions de Wigner dans le re´gime me´tallique et la loi de Poisson dans la phase iso-
lante n’est suppose´e avoir lieu de manie`re abrupte que dans la situation ou` l’on conside`re
un milieu de taille inﬁnie alors que pour de syste`mes de tailles ﬁnies cette transition appa-
raˆıt graduellement. Au point critique, ou` a lieu la transition entre le re´gime me´tallique et
isolants, plusieurs e´tudes ont essaye´ d’e´tablir la formes des distributions des e´carts entre
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Figure 3.20 – Graphique illustrant les distributions P (s) des e´carts entre niveaux d’e´ner-
gies conse´cutifs dans la phase me´tallique (eq. 3.66), au point critique (eq. 3.68) et (3.67)
et dans la phase isolante (eq. 3.65).
les niveaux d’e´nergies conse´cutifs et a` ce jour les distributions qui ont e´te´ retenues de
manie`re commune sont celles e´tablie par Kramer et Zharekeshev [138] :
PKZ(s) =
A2Cs√
µ2 + (ACs)2
eµ−
√
µ2+s2 (3.67)
avec AC ≃ 1.91 et µ ≃ 2.21. Une autre distribution des e´carts en e´nergie au point critique
a e´te´ trouve´e plus re´cemment est la distribution semi Poisson telle que [139] :
PSP (s) = 4se
−2s (3.68)
La ﬁgure 3.20 donne une illustration des distributions des e´carts entre niveaux d’e´nergies
conse´cutifs dans les diﬀe´rents re´gimes (me´tallique, point critique et isolant). On remarque
qu’a` l’exception de la loi de Poisson, repre´sentative de la localisation forte due au de´sordre,
il y a toujours une re´pulsion entre les niveaux d’e´nergies dont la se´paration tend a` eˆtre
nulle (s→ 0).
De la meˆme manie`re que les travaux mene´s sur la localisation d’Anderson, ce type
d’approche a e´te´ aussi utilise´ lors d’e´tudes sur la transition superradiante, ou` la nature
quantique de cette transition et sa relation avec les syste`mes chaotiques ont e´te´ discute´s, et
des travaux conside´rant l’Hamiltonien de Dicke ont obtenus les exposant critique associe´s
a` cette transition de phase soit de manie`re asymptotique dans des cas limites bien pre´cis
[140] soit de manie`re exacte en conside´rant une syste`me de taille ﬁnie [141].
Que ce soit dans le contexte de la transition me´tal-isolant ou de la transition superra-
diante, les comportements d’e´chelle et les exposants critiques ont e´te´ obtenus en utilisant
les distributions inte´gre´es d’e´carts en e´nergie telles que
I(s) =
∫ ∞
s
P (s)ds (3.69)
et en conside´rant ensuite la quantite´ [142][143]
J(s0) =
I(s0)− IW (s0)
IW (s0)− IP (s0) (3.70)
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ou` s0 sont les abscisses auxquelles s’intersectent la distribution de Wigner (3.66), associe´e
a` la distribution inte´gre´e IW (s), et la loi de Poisson (3.65), associe´e a` la distribution
inte´gre´e IP (s). Dans la situation ou` il y a re´pulsion entre les modes (re´gime diﬀusif ou
re´gime de couplage faible pour les eﬀets coope´ratifs), les distributions des e´carts entre les
niveaux d’e´nergies sont de´crites par les distributions de Wigner on peut donc pre´voir que
la quantite´ J(s0) tendra vers une valeur nulle. Dans le cas contraire ou` il n’y a pas de
re´pulsions entre les modes (phase isolant ou re´gime de couplage fort), les distributions des
e´carts en e´nergies seront de´crites par une loi de Poisson ce qui aura pour conse´quence la
convergence de la quantite´ J(s0) vers la valeur 1. Enﬁn il est important de souligner que ce
type d’e´tude est mene´ majoritairement dans le cas de syste`me ferme´ dont la dynamique est
de´crite par un Hamiltonien hermitien (appartenant par conse´quent a` l’Ensemble Gaussien
Orthogonal) et qu’avant de faire ce type d’approche des changements drastiques ont e´te´
observe´s dans les comportements des distributions des e´carts entre niveaux d’e´nergies.
Dans notre situation, il est assez diﬃcile de pre´voir analytiquement quel sera le compor-
tement des distributions des e´cart en e´nergies conse´cutifs car contrairement aux travaux
que nous avons e´nume´re´s pre´ce´demment, les termes non diagonaux des ope´rateur ale´a-
toires que nous conside´rons ne sont pas des variable ale´atoires inde´pendantes : ce sont de
fonctions qui de´pendent des positions relatives entre les e´le´ments du syste`me et ce sont ces
positions qui sont des variables ale´atoires inde´pendantes. Il est donc diﬃcile d’adopter la
meˆme de´marche que pour les matrices ale´atoires ’classiques’ en se ramenant a` l’e´tude du
sous espace contenant deux niveaux conse´cutifs en e´nergies. Cependant l’e´tude de telles
distributions peut eˆtre susceptible de nous amener des informations sur un changement
drastiques de comportement entre une phase ou` les corre´lations dominent la dynamique
des e´tats propres, amenant a` une re´pulsion entre les niveaux d’e´nergies, et une phase ou` il
n’existe pas de re´pulsions entre les modes. De plus il est important de noter que dans les
cas scalaire et vectoriels, les Hamiltoniens eﬀectifs que nous conside´rons sont des ope´ra-
teurs non hermitiens ce qui a pour conse´quences que le produite scalaire entre deux e´tats
propres sera non nul, c’est a` dire qu’il y aura toujours un recouvrement, meˆme ne´gligeable,
entre les modes.
Dans cette partie, nous nommerons les e´carts entre niveaux d’e´nergie conse´cutifs ∆Eat
aﬁn de ne pas porter a` confusion avec une quantite´ que nous conside´rerons ulte´rieurement
dans ce manuscrit qui sera la distribution des plus proches voisins en e´nergies dans le plan
complexe qui elle sera note´e P (s). La ﬁgure 3.21 montre les distributions des e´carts en
e´nergies conse´cutifs P (∆Eat) en repre´sentation logarithmique dans les cas scalaire et vec-
toriel pour un nuage contenant N = 500 a` diﬀe´rentes densite´s spatiales ρλ3 = 131.6, 13.16
et 1.316. On remarque que quelle que soit la densite´ conside´re´e il n’y a pas de re´pulsions
entre les niveaux d’e´nergies conside´re´s que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel ce qui
ne nous permet pas d’aﬃrmer l’existence d’un changement de comportement drastique
apparaissant aux grandes densite´s spatiales ou optiques. Dans les deux cas les formes des
distributions des e´carts en e´nergies sont qualitativement les meˆmes a` l’exception des plus
grands e´carts obtenus dans le cas vectoriel duˆ a` la pre´sence des termes en 1/(k0r)
2 et
1/(k0r)
3 dans le potentiel d’interaction.
1.7 Se´lection des valeurs propres dans le plan complexe.
Dans de nombreux travaux portant sur la localisation d’Anderson, il est souvent utile de
ne s’inte´resser qu’a` une partie bien spe´ciﬁque du spectre dans laquelle on suppose a priori
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Figure 3.21 – Repre´sentation log-log des distributions des e´carts entre niveaux d’e´nergies
conse´cutifs P (∆Eat) dans les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure des droite)
pour un nuage contenant N = 500 atomes a` diﬀe´rentes densite´ spatiales ρλ3 = 1.136, 13.16
et 131.6 moyenne´ sur 15 conﬁgurations spatiales. On remarque que qu’elle que soit la den-
site´ spatiale que l’on conside`re, on n’observe pas de re´pulsion entre les niveaux d’e´nergies
ni meˆme un changement de comportement drastique dans les formes de ces distributions.
Dans les deux cas les distributions ont qualitativement les meˆmes formes a` l’exception des
plus grandes valeurs de ∆Eat obtenues dans le cas vectoriel, qui vient du fait que les paires
d’atomes coope´ratives sont plus de´cale´es en e´nergies a` cause de la pre´sence du terme en
1/(k0r)
3 dans le potentiel d’interaction.
qu’il est possible d’observer les e´tats localise´s. De manie`re ge´ne´rale dans le contexte de la
diﬀusion chaotique, aﬁn d’observer les distributions des e´carts entre les niveaux d’e´nergies
conse´cutifs que nous avons e´nonce´es a` la section pre´ce´dente, seules les valeurs au centre
de la loi semi circulaire sont retenues.
Dans des e´tudes portant sur des syste`mes similaires au notre [27] les e´tats localise´s sont
se´pare´s ’a` la main’ des e´tats e´tendus en se servant d’arguments ge´ome´triques base´s sur
le nombre de site contribuant a` l’e´tat d’excitation collectif. Cette notion sera approfondie
lorsque nous les e´tats propres de l’Hamiltonien eﬀectif plus tard dans cette e´tude. Plus
re´cemment, une e´tude a acheve´ une se´lection sur les e´tats contenus dans l’accumulation
des valeurs propres aux longs temps de vies autour de l’e´nergie Eat = 1 (branche dans le
plan complexe) [144] aﬁn de calculer le nombre de Thouless, qui quantiﬁe le recouvrement
entre les diﬀe´rents modes et qui dans le cas d’e´lectrons a` l’inte´rieur d’un mate´riau semi-
conducteur peut eˆtre relie´e a` la conductance.
Notre ide´e originale est que le comportement des paires coope´ratives d’atomes, qui
sont de´couple´es du reste des e´tats a` cause de leur e´carts en e´nergie, ont un comportement
inde´pendant vis a` vis du reste des autre excitations collectives concernant la majorite´ des
atomes. En se basant sur les comportements que nous avons obtenus pre´ce´demment de
manie`re nume´rique nous e´laborons donc un crite`re aﬁn de nous aﬀranchir de ces paires
d’atomes dont la distance qui les se´pare est infe´rieure a` la longueur d’onde. Certaines
e´tudes ont e´vite´ ce proble`me en posant un volume d’exclusion de l’ordre de la longueur
d’onde au cube aﬁn de s’aﬀranchir de l’inﬂuence des paires coope´ratives [22, 24].
En se rappelant de ce qui a e´te´ pre´ce´demment e´voque´ lorsque nous avons conside´re´ la
re´partition des valeurs propres dans le plan complexe, qui suit une distribution circulaire
dans le cas de syste`mes dilue´s nous suivons l’hypothe`se que la re´partition dans le plan
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complexe des valeurs propres, qui ne sont pas associe´es a` des paires coope´ratives, est de´-
crite par une ellipse dont le grand axe (selon l’axe des imaginaire) est e´gal au petit axe
(selon l’axe des re´els) dans le cas de syste`mes dilue´es et que pour des syste`mes denses
il commence a` y avoir une le´ge`re anisotropie (non e´quivalence entre les deux axes) qui
apparaˆıt. De nombreux travaux ont e´te´ voue´s a` une description rigoureuse du support
des valeurs propres dans le plan complexe [116, 77, 145] en conside´rant un ’super ope´-
rateur’ contenant l’ope´rateur ale´atoire non hermitien et son auto adjoint et en utilisant
l’inverse de la re´solvante de cet ope´rateur. Notre but n’e´tant que de s’aﬀranchir des paires
coope´ratives d’atomes nous ne nous e´tendrons pas sur une description ultra rigoureuse
du comportement de la frontie`re du domaine contenant les valeurs propres dans le plan
complexe.
En se re´fe´rant aux comportements asymptotiques qui ont e´te´ obtenus pour les valeurs
maximales des largeurs des modes aux e´quations (3.45) et (3.46) dans les cas scalaire et
vectoriels et pour les e´quations (3.51)-(3.52) que l’on va relier a` la bordure infe´rieure du
domaine que l’on de´sire se´lectionner, en faisant la conjecture que ces dernie`res e´quations
de´crivent la limite constituant la frontie`re entre la physique des e´tats sousradiant relie´e a`
plus de deux atomes et la physique des e´tats sousradiants relie´s a` des paire coope´ratives,
il est possible d’e´tablir un e´quation pour le comportement du domaine elliptique selon
l’axe imaginaire telle que :
ΓAxe =
ΓMax + Γ
′
inv
2
(3.71)
Le premier terme de l’e´quation (3.71) correspond exactement a` l’e´quation (3.45) pour
le cas scalaire et a` l’e´quation (3.46) pour le cas vectoriel alors que le deuxie`me terme
de l’expression pre´ce´dente bien que similaire aux e´quations (3.51) pour le cas scalaire et
(3.52) pour le cas vectoriel a e´te´ minore´ d’un facteur 2 tel que
Γ′inv =
Γ0
2b
(s)
0 + 1
(3.72)
pour le cas scalaire et :
Γ′inv =
Γ0
2b
(v)
0 + 1
(
1 +
1
k0l(v)
)
(3.73)
pour le cas vectoriel. Cette correction vient du fait que la frontie`re entre le domaine propre
aux paires coope´ratives et les domaine propre aux e´tats d’excitation collective associe´s a`
plus de 2 atomes ne se situe pas a` la valeur la plus probable des largeurs des modes mais
aux point d’inﬂexion le´ge`rement infe´rieur en largeur sur les distributions des largeurs des
modes comme cale est clairement visible dans le cas vectoriel a` la ﬁgure 3.7.
Pour l’axe re´el (celui selon lequel sont les positions en e´nergies), on reprend les re´sultats
obtenus aux e´quations (3.62), (3.63) et (3.64) pour les cas scalaire et vectoriel, et en
adoptant une expression similaire a` celle que l’on a e´tablie pour l’expression (3.71), on
obtient comme comportement pour l’axe de l’ellipse :
EAxe =
√√√√b(s)/(v)0
5.5
+
(
b
(s)/(v)
0
5.5
)2
(3.74)
dans les cas scalaire ou vectoriel. Enﬁn nous ne gardons que les valeurs propres contenues
dans le domaine C de´limite´ par l’e´quation de l’ellipse
Γat
Γaxe
+
Eat
Eaxe
= 1 (3.75)
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aﬁn de s’aﬀranchir des e´tats correspondant aux paires coope´ratives tre`s de´cale´es en e´ner-
gies.
Il est utile de remarquer qu’en proce´dant de cette manie`re on s’aﬀranchit e´galement
des e´tats aux long temps de vies qui s’accumulent dans la branche autour de l’e´nergie
Eat = 1 dans le cas scalaire. Aﬁn de ne pas e´liminer ces e´tats aux tre`s long temps de vies,
nous ajoutons un crite`re de se´lection supple´mentaire nous permettant de nous aﬀranchir
e´galement des e´tats se situant a` une distance d dans le plan complexe, infe´rieure a` une
certaine distance dex seuil que nous imposons, des courbes repre´sentatives de´crivant les
comportements des valeurs propres pour N = 2 atomes (eqs. (3.4), (3.10), et (3.10)).
Connaissant l’expression analytique associe´e aux paires coope´ratives, il nous est possible
pour chaque valeur propre Λi = (Eat,i,Γat,i) n’e´tant pas contenue dans le domaine ellip-
tique de´ﬁnit a` l’e´quation (3.75) de calculer sa distance minimale dm = min(d) par rapport
a` la courbe repre´sentative de paires coope´ratives dans le plan complexe telle que :
d =
√
(Eat,i − Eat)2 + (Γat,i − Γ(±)(Eat))2 (3.76)
ou` Γ(±)(Eat) est de´ﬁnie dans le cas scalaire, apre`s avoir de´veloppe´ les e´quations (3.5) et
(3.6) en k0r ∼ 0, telle que :
Γ(±)(Eat) ≃ 1±
(
1− 1
(E
(±)
at )
2
)
. (3.77)
On peut adopter la meˆme proce´dure pour le cas vectoriel en de´veloppant cette fois ci a`
l’ordre 2 les e´quations (3.11), (3.13), (3.12) et (3.14) ce qui nous permet d’obtenir :
Γ(±),1(Eat) ≃ 1±
(
1− 1
Eat
)
(3.78)
Γ(±),2(Eat) ≃ 1±
(
1− 1
Eat
)
. (3.79)
A partir de ces expressions analytiques on est donc en mesure de calculer la distance d
entre chaque valeur Λi et le point le plus proche appartenant aux courbes associe´es aux
paires et de comparer cette distance au seuil que l’on a ﬁxe´ pre´alablement. Typiquement
nous avons choisis dex = 1 aﬁn de se´lectionner les valeurs propres dans le plan complexe.
La ﬁgure 3.22 nous montre un exemple de se´lection des valeurs propres dans les cas
scalaire et vectoriel en se basant sur le domaine de´limite´s par l’e´quation (3.75). On re-
marque bien que cette est valide que ce soit dans la limite des milieux dilue´s (ρλ3 ≪ 1)
ou des milieux denses (ρλ3 ≫ 1).
Apre`s s’eˆtre aﬀranchis des e´tats correspondants aux paires coope´ratives d’atomes (eqs.
(3.4), (3.9) et (3.10)), il est inte´ressant de revenir brie`vement sur les distributions de
largeurs et des positions des modes (P (Γat) et P (Eat)) aﬁn de s’assurer que les comporte-
ment que nous avons pre´ce´demment attribue´s aux paire coope´ratives soient tels que nous
l’avons conjecture´s.
La ﬁgure 3.23 nous montre les distributions des largeurs et des positions des modes
se´lectionne´s dans les cas scalaire et vectoriel pour un nuage contentant N = 700 atome a`
diﬀe´rentes densite´s spatiales (ρλ3 = 0.44, 1.316, 13.16 et 131.6). En regardant les distribu-
tions des largeurs des modes P (Γat) on remarque tout d’abord que l’accumulation autour
de la valeur Γat = 2Γ0, associe´e aux paire coope´ratives d’atome a disparu ce qui souligne
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Figure 3.22 – Exemple de se´lection des valeurs propres dans les cas scalaire (ﬁgures du
haut) et vectoriel (ﬁgures du bas) pour le re´gime dilue´ (ρλ3 = 0.01) et dense (ρλ3 = 131.6).
On remarque bien que le domaine de´limite´ par l’e´quation (3.75) marche bien dans les deux
cas que ce soit dans la limite des syste`mes denses ou dilue´s.
la convergence de l’exposant de la de´croissance alge´brique vers la valeur −4/3 dans le cas
vectoriel. Dans le cas scalaire, nous continuons e´galement a` observer ce comportement
preuve que l’exposant de cette de´croissance alge´brique n’e´tait pas relie´ a` la pre´sence des
paires coope´ratives. En ce qui concerne les distributions des positions des modes se´lection-
ne´s, on remarque dans le deux cas que les lois de puissance de´rive´es aux e´quations (3.59)
et (3.60), associe´es aux paires coope´ratives d’atomes ne sont plus pre´sentes, par contre
la de´formation et l’asyme´trie de ces distributions apparaissant aux grandes densite´s spa-
tiales est accrue dans le cas scalaire. Cette de´formation des distributions des positions des
modes P (Eat) aux grand densite´s spatiale est une conse´quence directe de la se´gre´gation
des valeurs propres dans le cas scalaire et quasiment absente dans le cas vectoriel.
1.8 Distributions P (s) des distances plus proches voisins dans
le plan complexes pour les valeurs propres se´lectionne´es.
Apre`s s’eˆtre aﬀranchi des e´tats correspondant aux paires coope´rative d’atomes, nous
allons conside´rer les distributions P (s) des distances plus proches voisins entre les modes
dans le plan complexe. En eﬀet n’ayant pas observe´ de changement de comportement dans
les distributions des e´carts entre niveaux d’e´nergies conse´cutifs P (∆Eat), nous pouvons
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Figure 3.23 – Distributions des largeurs (ﬁgures de gauche) et des positions (ﬁgure
de droites) des modes se´lectionne´s dans le cas scalaire (ﬁgure du haut) et vectoriel (ﬁ-
gure du bas) pour un nuage contenant N = 700 atomes a` diﬀe´rentes densite´s spatiales
ρλ3 = 0.44, 1.316, 13.16 et 131.6. Pour le cas vectoriel on remarque clairement en consi-
de´rant les distributions des largeurs des modes P (Γat) que l’accumulations des largeurs
autour de Γat = 2 a` disparue ce qui souligne la convergence de l’exposant de la de´crois-
sance alge´brique vers la valeur −4/3 et en regardant les distributions des positions des
modes P (Eat) on peut voir que les lois de puissances associe´es aux paires coope´ratives
dans les ailes des distributions ont disparues. Par contre les cas scalaire montre certaines
montre certaines diﬀe´rences ﬂagrantes notamment dans la convergence de l’exposant de
la de´croissance alge´brique vers la valeur −4/3 et aussi dans l’asyme´trie rouge-bleue des
distributions des positions des modes P (Eat) tre`s prononce´e.
ve´riﬁer s’il est possible d’avoir une information sur un changement de dynamique en
regardant le comportement des distances entre les modes dans le plan complexe.
Ce type d’approche est fre´quemment utilise´ dans le domaine du chaos ondulatoire est
souvent explique´ de manie`re simple a` l’aide d’un syste`me a` deux niveaux auquel on ajoute
un canal de perte, le tout mode´lise´ par un hamiltonien contenant deux termes : le premier
e´tant diagonal et hermitien (syste`me a` deux niveaux non perturbe´) et le second e´tant
une matrice non hermitienne totalement remplie (pertes, couplage avec l’environnement,
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perturbation...) dont la ponde´rations est parame´tre´es tel que :
He =
(
E1 0
0 E2
)
− iα
(
Γ11 Γ12
Γ21 Γ22
)
(3.80)
avec E2 > E1 et avec α repre´sentant la force du couplage ou la perturbation. Ce mode`le
ide´al, ramenant l’e´tude d’un syste`me complexe a` la simple conside´ration d’un syste`me a`
deux niveaux, permet de reproduire des me´canismes tels qu’un couplage vers l’exte´rieur
via un canal de perte [146], une interaction longue prote´e entre les niveaux d’e´nergies et
bien d’autres me´canismes encore. Dans le cas ou` le second terme de l’e´quation (3.80) est
un ope´rateur syme´trique (Γ12 = Γ21), ce qui se rapproche de notre situation, il a e´te´ trouve´
que lorsque le couplage α est supe´rieur a` l’e´cart entre les niveaux d’e´nergies du syste`me
ferme´ E2−E1, les niveaux d’e´nergies du syste`me perturbe´ se retrouvaient de´ge´ne´re´s selon
l’axe re´el mais que l’e´cart entre les parties imaginaires des deux e´tats divergeaient, l’une
allant tendant vers une valeur nulle et l’autre tendant vers l’inﬁnis. De ce fait au-dessus du
seuil α > E2−E1 il y avait une re´pulsion entre les valeurs propres dans le plan complexe.
Dans le contexte de travaux mene´s sur la localisation d’Anderson en utilisant des Ma-
trices Ale´atoires Euclidiennes non hermitiennes (matrice hessienne d’un ﬂuide de Lennard-
Jones tronque´ qui peut eˆtre associe´ a` un de´sordre topologique) [143] non seulement une
transition de phase, rendue non abrupte par les eﬀets de tailles ﬁnies du syste`me, a e´te´
observe´e en conside´rant la distributions des distances entre les valeurs propres dans le
plan complexe et les exposant critiques associe´s a` la transition de phase me´tal isolant
ont e´te´ obtenus de manie`re exacte. De la meˆme manie`re, des e´tudes ont e´te´ mene´es sur
la transition superradiante entre le re´gime de couplage faible matie`re rayonnement et le
re´gime de couplage fort et il a e´te´ e´tablis, en conside´rant les poˆles de la matrice diﬀusion,
que la re´pulsion entre les valeurs propres dans le plan complexe, d’un syste`me invariant
par renversement temporel, e´tait quadratique [147].
La situation que nous conside´rons est singulie`rement diﬀe´rente car nous n’avons pas un
controˆle aussi simple sur le couplage du syste`me avec le vide via les canaux de pertes. En
eﬀets chaque atomes que nous conside´rons ne peut pas eˆtre assimile´ a` un canal de perte
mais il existe toutefois un parame`tre pertinent, qui est le nombre d’atomes par nombre de
modes transverse contenus dans le syste`me, proportionnel a` l’e´paisseur optique du syste`me
b0 ∝ N/(k0L)2, dont de´pendent les eﬀets coope´ratifs. De plus, comme nous l’avons e´voque´
pre´ce´demment, les ope´rateurs que nous conside´rons sont non hermitiens, que ce soit dans
le cas scalaire ou vectoriel, on peut donc s’attendre a` ce qu’ils pre´sentent dans certains cas
limites des comportements similaire a` ceux appartenant a` l’Ensemble Gaussien Unitaire.
Aﬁn de calculer les distributions P (s) des distances plus proches voisins dans le plan
complexe, nous de´ﬁnissons la distance dij dans ce plan entre deux modes telle que :
dij =
√
(Eat,i − Eat,j)2 + (Γat,i
2
− Γat,j
2
)2 (3.81)
et les distances plus proches voisins dans le plan complexe sont calcule´es telles que
sij = min
i 6=j
(dij) (3.82)
Dans la suite de cette partie, nous allons tout d’abord conside´rer les distributions plus
proches voisins dans le plan complexe pour les valeurs propres que nous avons se´lectionne´es
a` la section pre´ce´dente en se servant du domaine de´limite´ par l’e´quation (3.75), a` titre
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Figure 3.24 – Repre´sentations des distributions des distances plus proches voisins P (s)
entre les e´nergies dans le plan complexe dans les cas scalaire (ﬁgure de droite) et vecto-
riel (ﬁgure de gauche) pour un nuage contenant N = 500 atomes a` diﬀe´rentes densite´s
spatiales de diﬀuseurs (ρλ3 = 0.01, 1.316, 13.16 et 131.6) correspondant a` diﬀe´rentes e´pais-
seurs optiques. Que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel, on remarque une singulie`re
diﬀe´rence entre les re´gimes optiquement et spatialement denses et dilue´s dans le sens ou` le
maximum de ces distributions tend vers ze´ro. Les insets pre´sentent les meˆme distributions
en repre´sentation log-log aﬁn de souligner leur comportements similaires aux distributions
de Wigner appartenant a` l’Ensemble Gaussien Unitaire (P (s) ∝ s2) pour de tre`s petits
e´carts (s→ 0) et la modiﬁcation de comportement ayant lieu pour les tre`s grands e´carts
lorsque le syste`me est optiquement et spatialement e´pais. Les courbes en trait pleins re-
pre´sentent les distributions des Poisson (bleu), de Wigner pour les Ensembles Gaussiens
Unitaires (cyan) et la Semi-Poisson (noir) de´crites par les e´quations (3.65), (3.66) et (3.68).
comparatif nous conside´rerons les distributions plus proches voisins des valeurs propres
non se´lectionne´es et nous ferons une bre`ve e´tude dans le cas scalaire des distributions plus
proches voisins sur les valeurs propres contenues dans la bande d’e´nergies comprise entre
Eat = 0.5Γ0 et Eat = 1.5Γ0.
La ﬁgure 3.24 montre la distribution P (s) des distances entre plus proches voisins dans
le plan complexe en dans les cas scalaire et vectoriel pour un nuage contenant N = 700
atomes a` diﬀe´rentes densite´ spatiales d’atomes ρλ3 = 0.01, 1.136, 13.16 et 131.6 corres-
pondant a` diﬀe´rentes e´paisseurs optiques b0. On remarque clairement un changement de
comportement entre les re´gimes optiquement ou spatialement denses (b0 ≫ 1 et ρλ3 ≫ 1)
et les re´gimes optiquement ou spatialement dilue´s (b0 ≪ 1 et ρλ3 ≪ 1). Pour le re´gime
dilue´ les distributions P (s) se rapprochent des distributions de Wigner (eq. (3.66) avec
β = 2) que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel. Les insets soulignent le comportement
quadratique (∝ s2) de ces distributions pour les tre`s petites distances (s → 0) ce qui est
un comportement similaire a` ceux observe´s avec les ope´rateurs appartenant a` l’Ensemble
Gaussien Unitaire. Une e´tude a` e´paisseur optique constante et a` densite´ spatiale constante
va nous permettre de savoir quelle est le parame`tre qui domine la forme de ces distribu-
tions. La ﬁgure 3.25 nous montre les distributions des distances plus proches voisins P (s)
en repre´sentation semi-logarithmique pour une e´paisseur optique constante b
(s)
0 = 8.33
dans le cas scalaire et b
(v)
0 = 12.51 dans le cas vectoriel pour diﬀe´rentes densite´s spatiales
ρλ3 de diﬀuseurs. On remarque clairement que pour une e´paisseur optique donne´e, la
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Figure 3.25 – Repre´sentation en semi-log des distributions P (s) des distances plus
proches voisins dans le plan complexe dans les cas scalaire (ﬁgures de gauche) et vec-
toriel (ﬁgures de droite) pour un syste`me a` e´paisseur optique constante (ﬁgures du haut)
avec b
(s)
0 = 8.34 et b
(v)
0 = 12.51 ou une densite´ spatiale atomique constante ρλ
3 = 26.26.
en conside´rant les distributions pour une e´paisseur optique constante on remarque qu’a`
la fois dans les cas scalaire et vectoriel, les formes des distributions e´voluent tre`s peu en
fonction de la densite´ spatiale ρλ3 ou du nombre de Ioﬀe-Regel k0l. Par contre en conside´-
rant ces distributions pour une densite´ spatiale donne´e (ρλ3 = 26.26) et diﬀe´rents nombre
d’atomes N = 26 et 1100 on remarque clairement la forme de ces distributions e´voluer
en fonction de l’e´paisseur optique du syste`me b0. On peut donc en de´duire que l’e´paisseur
optique est le parame`tre pertinent pour de´crire la forme des distributions plus proches
voisins des valeurs propres que nous avons se´lectionne´es.
forme des distributions P (s) varie tre`s peu. Par contre en conside´rant ces distributions
pour une densite´ spatiale de diﬀuseurs ﬁxe´e (ﬁgures du bas) et diﬀe´rentes e´paisseurs op-
tique, on remarque clairement une modiﬁcation de leur forme ce qui nous indique que
l’e´paisseur optique b0 est le parame`tre pertinent dont de´pend la forme des distributions.
Cette de´pendance en e´paisseur optique nous permet de dire que le comportement des
distance entre les plus proches voisins dans le plan complexe est globalement domine´ par
les eﬀets coope´ratifs, ce qui nous laisse pre´sager que si une transition de phase existe et
peut eˆtre observe´e elle sera a` rapprocher de la transition domine´e par les eﬀets coope´ratifs
[147] plutoˆt que de la transition me´tal-isolant [143].
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Figure 3.26 – Comparaisons des distributions des distances plus proches voisins P (s) avec
et sans se´lection des valeurs propres contenues dans le domaine de´crite par l’e´quation
(3.75) pour les cas scalaire (ﬁgures de gauche) et vectoriel (ﬁgures de droite) dans les
re´gimes dilue´s (ρλ3 = 0.01 pour les ﬁgures du haut) et dense (ρλ3 = 131.6 pour les ﬁgures
du bas). On peut facilement remarquer que la pre´sence des paires coope´ratives d’atomes
inﬂuence la forme des distributions P (s) surtout pour les valeurs extreˆmes (s ≫ 1 et
s≪ 1) des distances plus proches voisins dans le plan complexe.
Comparaison des distributions P (s) avec et sans se´lection des valeurs propres.
Apre`s avoir remarque´ nume´riquement que la forme des distributions des distances plus
proches voisins P (s) dans le plan complexe e´tait domine´e par l’e´paisseur optique b0 du
syste`me pour les valeurs propres qui n’e´taient pas associe´es a` des paire coope´ratives, il peut
eˆtre inte´ressant de voir en quoi la pre´sence des paires inﬂuence la forme de ces distributions
en dans quelle mesure elle les modiﬁe. Pour cela nous conside´rons les distributions P (s)
avec et sans paire pour des nuages optiquement dilue´s (b0 ≪ 1) et optiquement dense
(b0 ≫ 1). Comme nous l’avons discute´ pre´ce´demment lors de l’e´tude du comportement
asymptotique des largeurs des modes Γat, il est vrai que la physique des paire est domine´e
par les eﬀets de densite´ qui repre´sentent un comportement local. De plus en se rappelant
les observations faites lors de la conside´ration de la re´partition des valeurs propres dans
le plan complexe, on sait que les paires coope´ratives d’atomes sont plus robustes dans
le cas vectoriel et qu’elles ont tendance a` disparaˆıtre dans le cas scalaire, on peut donc
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s’attendre a` ce que les distributions P (s) ne pre´sentent que peu de diﬀe´rences avec ou
sans paires dans le cas scalaire pour de grandes densite´s spatiales de diﬀuseurs (ρλ3 ≫ 1).
La ﬁgure 3.26 nous montre la comparaison des distributions distances plus proches
voisins P (s) dans le plan complexe dans le cas scalaire et vectoriel dans les re´gimes dilue´s
(ρλ3 = 0.01) et denses (ρλ3 = 131.6). Dans le re´gime dilue´, on remarque clairement que
la forme des distributions P (s) est peu inﬂuence´, a` l’exception de ailes (s→ 0 et s≫ 1)
par la pre´sence des paires coope´ratives d’atomes ce qui n’est pas surprenant car les paires
sont tre`s peu pre´sentes et de´couple´es en e´nergie du reste des valeurs propres pour des
milieux dilue´s. En revanche dans la limite des milieux denses, on peut constater que la
disparition des paires coope´ratives (surtout les paire superradiantes) dans le cas scalaire a
pour conse´quence une faible diﬀe´rence entre les distributions P (s) avec ou sans se´lection
des valeurs propres ce qui n’est pas le cas dans le cas vectoriel ou` on peut observer des
diﬀe´rences drastiques lorsque l’on ne se´lectionne pas les valeurs propres.
1.9 Crite`res de recouvrement spectral entre les modes.
Apre`s avoir conside´re´ les proprie´te´s statistiques des valeurs propres Λ de l’hamiltonien
eﬀectif, soit en e´tudiant le comportement des distributions de leur parties imaginaires
P (Γat) et de leurs parties re´elles P (Eat), soit en s’inte´ressant aux corre´lations pouvant
exister entre les diﬀe´rents modes en conside´rant les distributions P (s) des distances plus
proches voisins dans le plan complexe, nous pouvons nous inte´resser au recouvrement
spectral entre les modes en nous inte´ressant a` une quantite´ relie´e au rapport entre les
moyennes des largeurs des modes Γat et des e´cart en e´nergies moyen ∆Eat. Cette quan-
tite´, quantiﬁant le recouvrement spectral entre les modes, est aussi bien utilise´e dans des
travaux portant sur les eﬀets coope´ratifs que sur la localisation d’Anderson et permet de
mettre en e´vidence un changement drastique dans la dynamique du re´gime.
Le crite`re de recouvrement spectral entre les modes dans les travaux sur la
localisation d’Anderson et les effets coope´ratifs.
Dans certaines situations, la quantite´ quantiﬁant le recouvrement spectral est qualiﬁe´e
de nombre de Thouless, qui a e´te´ introduit dans le contexte de la localisation d’Anderson
par Thouless [80] et qui dans le cas d’e´lectrons se propageant dans un cristal peut eˆtre relie´
de manie`re formelle a` la conductance adimensionne´e a` condition que la taille du syste`me
soit bien supe´rieur au libre parcours moyen de transport (L≫ l).
Au cours des diﬀe´rents travaux the´oriques mene´s sur la localisation d’Anderson, il a
e´te´ montre´ que l’unique parame`tre pertinent aﬁn d’observer des comportements d’e´chelles
et de faire de l’analyse de taille ﬁnie e´tait la conductance adimensionne´e g de´ﬁnie origi-
nellement comme :
g = ~
G
e2
(3.83)
ou` G est la conductance re´elle du syste`me et e est la charge de l’e´lectron. L’ide´e origi-
nale de Thouless [78] est de partir d’un syste`me dont la taille est comparable au libre
parcours moyen de transport et d’augmenter progressivement la taille de ce syste`me aﬁn
de conside´rer au ﬁnal un syste`me dont la taille est macroscopique dans le but de relier le
comportement de la conductance du syste`me macroscopique, diﬃcilement calculable dans
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Figure 3.27 – Figure issue de la re´fe´rence [20], repre´sentant la de´rive´e de la conductance
adimensionne´e g par rapport a` la taille du syste`me pour des milieux de dimension d = 1, 2
et 3. On remarque que la quantite´ β(g) ne change de signe que pour des dimensions
supe´rieure a` d = 2 et que par conse´quent pour un milieu a` d = 1 dimension il y a toujours
localisation en pre´sence de de´sordre et pour d = 3 dimensions il y a une transition de
phase entre un re´gime me´tallique (g > gc) et un re´gime isolant (g < gc) qui a lieu au point
critique gc.
le cas d’un milieux de´sordonne´e, a` celle du syste`me microscopique, qui est facilement de´ri-
vable lorsque la taille de ce dernier est comparable au libre parcours moyen de transport l.
Ce type d’approche a e´te´ la base de l’analyse de taille ﬁnie sur laquelle repose une grande
partie des travaux mene´s dans le contexte de la localisation d’Anderson. Il faut cependant
attendre les travaux d’Abrahams et al. [20] aﬁn qu’il soit de´montre´ que la conductance
adimensionne´e g soit l’unique parame`tre qui pre´sente un comportement d’e´chelle lorsque
l’on s’inte´resse aux eﬀets de localisation forte de la fonction d’onde e´lectronique. Pour cela
une fonction β(g), suppose´e continue et monotone, a e´te´ introduite telle que :
β(g) =
d ln(g)
d ln(L)
(3.84)
Connaissant les comportements asymptotiques de β(g) dans la phase me´tallique (ou` la dif-
fusion multiple domine la dynamique du syste`me) pour un syste`me faiblement de´sordonne´
et dans la phase isolante (ou` les modes localise´s au sens d’Anderson sont pre´dominants)
pour un syste`me fortement de´sordonne´, Abrahams et al. ont obtenus la forme de la fonc-
tion β(g) pour des syste`mes de dimension d = 1, 2 et 3. Lorsque la quantite´ β(g) est
ne´gative cela implique que la conductance du syste`me diminue lorsque sa taille augmente
et lorsque β(g) et positive la conductance du syste`me augmente proportionnellement avec
sa taille. La ﬁgure 3.27, tire´e de la re´fe´rence [20] illustre bien ce changement de comporte-
ment de la conductance adimensionne´e g apparaissant pour des milieux dont la dimension
est supe´rieure a` d = 2 entre une phase isolante (pour des syste`mes fortement de´sordonne´s)
et une phase me´tallique (pour des syste`mes faiblement de´sordonne´s). Dans la limite des
tre`s faible de´sordres (droite de la ﬁgure 3.27) on retrouve bien les comportement pre´dit
par la the´orie cine´tique des porteur de charges (mode`le de Drude) qui pre´cise dans le
cas de me´taux que la conductance d’un syste`me a` 1 dimension diminue line´airement avec
la taille L du syste`me et qu’elle augmente line´airement en fonction de la taille pour un
milieux a` 3 dimensions. Il est cependant important de souligner que ces comportements
95 INLN-Institut Non Line´aire de Nice
CHAPITRE 3. E´TUDE NUME´RIQUE DE LA LOCALISATION DE LA LUMIE`RE ET DES
EFFETS COOPE´RATIFS.
ont e´te´ obtenus a` tempe´rature nulle (T = 0K) ne´gligeant par conse´quent les eﬀets de
transport lie´s a` la pre´sence de phonons dans le milieu.
Un des grands atouts de la the´orie e´labore´e par Thouless et perfectionne´e par Abra-
hams est qu’elle permet de relier les proprie´te´s de transport du milieu aux proprie´te´s
spectrales des ope´rateurs (Hamiltonien, matrice diﬀusion) qui de´crivent la dynamique. En
eﬀet la manie`re dont est exprime´e la conductance adimensionne´e g a` l’e´quation (3.83)
est une e´criture convenable pour les expe´rimentateurs. Une re´e´criture possible tout aussi
e´quivalente mais qui met en avant la relation entre la conductance adimensionne´e et les
proprie´te´s spectrales de l’Hamiltonien eﬀectif est le rapport entre la largeur spectrale
moyenne et l’e´cart moyen entre les niveaux d’e´nergie telle que :
g =
∆E
δE
(3.85)
ou` ∆EN (E) est le nombre de modes contenus dans la tranche d’e´nergie ∆E par unite´
de volume Ld, d e´tant la dimension du syste`me, et δE est l’e´cart moyen entre les niveaux
d’e´nergies de´ﬁnis comme δE = 1/(LdN (E)). Pour un syste`me faiblement de´sordonne´
de dimensions 3 on s’attend a` ce que la conductance adimensionne´e soit supe´rieure a`
l’unite´ : il y a recouvrement spectral entre les modes, et pour un syste`me fortement
de´sordonne´e on s’attend a` ce que cette quantite´ soit infe´rieure a` l’unite´ due a` l’absence
de recouvrement spectral entre les modes. Cependant il est important de souligner que ce
crite`re est le plus souvent valable lorsque l’on conside`re le transport d’e´lectrons dans des
milieux de´sordonne´s dont la taille L est largement supe´rieure au libre parcours moyen de
transport.
En ce qui concerne le transport de photons a` l’inte´rieur de milieux de´sordonne´s, l’uti-
lisation de ce crite`re a` des ﬁns de preuve sur la localisation d’Anderson ne´cessite un peu
plus de prudence. En eﬀet extrapoler les re´sultats analytiques obtenus avec des fonctions
d’ondes e´lectroniques peut s’ave´rer errone´ lorsque la probabilite´ d’interaction longues
porte´es est non nulle. Plusieurs travaux discutent des proble`mes que l’on peut rencontrer
lorsque l’on traite de la localisation forte de la lumie`re et que l’on conside`re le transport
de photons a` la place de celui d’e´lectrons [96][148]. Le principal proble`me re´sidant dans
l’extrapolation des me´thodes employe´es avec le crite`re de Thouless est que bien qu’il peut
y avoir suppression du transport (ou diminution drastique de la vitesse de groupe), ce
dernier eﬀet est accompagne´ d’une augmentation drastique de la densite´ locale d’e´tats ce
qui rend impossible toute localisation au sens d’Anderson car cette dernie`re est pre´vue
pour une densite´ locale d’e´tats ﬁnie. La situation que nous conside´rons plus particulie`-
rement, qui est parfaitement de´crite par la diﬀusion Rayleigh dans la limite classique, a
pour caracte´ristique une e´volution de la section eﬃcace de diﬀusion proportionnelle a` λ40,
relie´e a` la petite taille des diﬀuseurs devant la longueur d’onde, ce qui est la principale
limite du paralle`le que l’on peut faire entre le crite`re g et la conductance du milieu pour
la lumie`re. Dans le cas de diﬀuseurs dont la taille est non ne´gligeable devant la longueur
d’onde, qui s’inscrit plutoˆt dans la physique de´crite par la diﬀusion de Mie, des analogies
ont e´te´ e´tablie entre le parame`tre de recouvrement entre les modes et la conductance
adimensionne´e du syste`me et des mesures en transmissions ont permis de relier le deux
parame`tres de manie`re exacte [149].
Dans le cadre de travaux mene´s sur l’e´tude des eﬀets coope´ratifs et plus pre´cise´ment
sur la transition superradiante, un crite`re κ de recouvrement spectral entre les modes est
aussi utilise´ comme preuve d’une transition de phase entre le re´gime de couplage parfait,
ou` il existe un fort recouvrement entre les modes et pas de se´gre´gation entre eux, et un
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re´gime d’absence de recouvrement entre les modes, ou` une se´gre´gation apparaˆıt entre
e´tats superradiants et les e´tats sousradiants, pie´ge´s a` l’inte´rieur du syste`me [150]. Bien
qu’une relation directe n’ait pas encore e´te´ e´tablie dans ce contexte entre la conduction du
syste`me et le crite`re κ, plusieurs e´tudes relient ce crite`re a` la section eﬃcace [151][152] et
l’utilisent aﬁn d’e´tudier sa valeurs moyenne, ses ﬂuctuation ou encore son auto corre´lation.
E´tude nume´rique du crite`re de recouvrement spectral entre les modes pour
les valeurs propres de l’Hamiltonien effectif Heff .
Dans notre situation, nous allons nous inte´resser a` l’e´volution du recouvrement entre
les modes en fonction de diﬀe´rents parame`tres du syste`me en utilisant tout d’abord une
’re´e´criture na¨ıve’ du parame`tre permettant de quantiﬁer le recouvrement spectral entre
les modes tel qu’il est de´ﬁnis dans le contexte des e´tudes portant sur la transition super-
radiante :
κ =
〈 〈Γat〉i
〈∆Eat〉i
〉
(3.86)
ou` 〈Γat〉i repre´sente la largeur moyenne des modes pour une re´alisation du de´sordre 〈∆Eat〉i
repre´sente l’e´cart moyen entre les niveaux d’e´nergies conse´cutifs pour cette meˆme re´ali-
sation et 〈.〉 repre´sente la moyenne sur les conﬁgurations spatiales. Il est e´vident que
l’expression de´crite a` l’e´quation 3.86 ne tiens aucunement compte des corre´lations pou-
vant exister entre les diﬀe´rents temps de vies des modes mais sa de´ﬁnition est accepte´e
dans plusieurs travaux expe´rimentaux [153]. Une autre manie`re permettant quant a` elle
de tenir compte des corre´lations entre les diﬀe´rents temps de vie est de s’inte´resser a` la
quantite´ [154] :
g =
〈 〈δω〉i
〈∆Eat〉i
〉
(3.87)
ou` (〈δω〉i)−1 = 〈1/Γat〉i. Il est a` noter que la de´ﬁnition donne´e par l’e´quation (3.86) de´coule
plus de la conside´ration des quantite´s relie´es aux proprie´te´s macroscopique du syste`me
(poˆles de la matrice diﬀusion) alors que la seconde de´ﬁnition donne´e par l’e´quation (3.87)
est plus pertinente lorsque l’on conside`re des quantite´s relie´es aux proprie´te´s microsco-
piques du syste`me (ce qui est plus adapte´ a` notre situation car nous conside´rons les valeurs
propres de l’Hamiltonien eﬀectif sont a` relier poˆles de la matrice de Green [34]). Dans la
suite de cette partie nous allons donc comparer les re´sultats donne´s par les crite`res de´ﬁnit
a` l’e´quation (3.86) et ceux donne´s par l’e´quation (3.87).
La ﬁgure 3.28 montre l’e´volution des quantite´s κ (eq. 3.86) et g (eq. 3.87) en fonction
de la taille du syste`me L/λ, exprime´e en unite´s de longueur d’onde, et pour diﬀe´rentes
densite´s spatiales ρλ3 de diﬀuseurs en conside´rant l’inte´gralite´ du spectre de l’hamiltonien
eﬀectif (c’est a` dire en conside´rant aussi les e´tats correspondants aux paires coope´rative
d’atomes). On remarque tout d’abord une diﬀe´rence singulie`re entre les comportements
des quantite´s g et κ que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel. Pour le crite`re de recou-
vrement entre les modes κ (eq. 3.86), on remarque dans le cas vectoriel (ﬁgure du haut a`
droite) de grandes ﬂuctuations et aussi le fait que sa valeur ne semble de´pendre que de la
densite´ spatiale ρλ3 a` l’exception des milieux tre`s dilue´s (ρλ3 = 0.01) ou` son e´volution en
fonction de la taille L/λ est de´crite par une loi de puissance telle κ ∝ L2 alors que dans le
cas scalaire (ﬁgure du haut a` gauche) il est toujours de´crit pas une loi de puissance pas-
sant brusquement de κ ∝ L2 pour les syste`mes dont la taille est supe´rieure a` la longueur
d’onde a` κ ∝ L pour L < λ. Dans les deux cas on remarque κ passe en dessous de l’unite´
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ρλ3=0.44 k0l
(s)
=45
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=10
ρλ3=0.66 k0l
(v)
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ρλ3=0.53 k0l
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=15
ρλ3=0.66 k0l
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=30
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ρλ3=0.44 k0l
(s)
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All eigenvalues
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=0.1
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(v)
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=0.5
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(v)
=1.5
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(v)
=2
ρλ3=5.26 k0l
(v)
=2.5
ρλ3=2.63 k0l
(v)
=5
ρλ3=1.32 k0l
(v)
=10
ρλ3=0.66 k0l
(v)
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(v)
=25
ρλ3=0.44 k0l
(v)
=30
ρλ3=0.01 k0l
(v)
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Vectorial case
All eigenvalues
Figure 3.28 – Evolution des crite`res κ (eq. (3.86) et ﬁgures du haut) et g (eq. (3.87) et
ﬁgures du bas) en fonction de la taille du syste`me, exprime´e en unite´ λ dans les cas scalaire
(ﬁgures de droite) et vectoriel (ﬁgures de gauche) pour diﬀe´rentes densite´ spatiales ρλ3
de diﬀuseurs. On remarque clairement pour la quantite´ κ de singulie`res diﬀe´rences entre
les cas scalaire et vectoriel dans le sens ou` ce dernier pre´sente de grandes ﬂuctuations et
semble de´pendre uniquement de la densite´ spatiale alors que dans le cas scalaire l’e´volution
de cette quantite´ en fonction de la taille L/λ est de´crite par une loi de puissance dont
l’exposant change de manie`re soudaine aux alentours de L/λ = 1 passant de κ ∝ L
a` κ ∝ L2. La conside´ration de la quantite´ g (ﬁgures du bas) est tout particulie`rement
inte´ressante car on observe clairement un changement de comportement de cette quantite´
dans le cas scalaire qui semble eˆtre lie´ a` un eﬀet de densite´ spatiale ρλ3 d’atomes dans
le syste`me. Ce changement de comportement de la quantite´ g dans le cas vectoriel est
moins prononce´ et apparait a` des densite´s bien supe´rieures ρλ3 > 104 et au meˆme titre
que pour κ on observe encore de grandes ﬂuctuations sur cette quantite´ a` l’exception des
milieux dilue´s ρλ3 = 0.01. Il est a` noter que les deux quantite´s κ et g pre´sentent le meˆme
comportement dans la limite des milieux tre`s dilue´s ρλ3 = 0.01 et e´voluent en fonction de
la taille du syste`me comme L2.
(κ = 1) pour de grandes densite´s (ρλ3 ≃ 1.3.105 dans le cas scalaire et ρλ3 ≃ 0.1 pour le
cas vectoriel). La conside´ration de la quantite´ g (ﬁgure du bas) pre´sente un inte´reˆt tout
particulier dans le cas scalaire (ﬁgure du bas a` gauche) dans la mesure ou` l’on observe
un changement de son comportement, de´pendant uniquement de la densite´ spatiale ρλ3
de diﬀuseurs dans le syste`me, aux alentours de la valeur ρλ3 ≃ 26.32. Pour des syste`mes
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dont la densite´ spatiale est infe´rieure a` cette valeur g e´volue comme une loi de puissance
en fonction de la taille du syste`me alors qu’elle pre´sente une de´croissance exponentielle
en fonction de ce parame`tre pour des syste`mes dont la densite´ spatiale est supe´rieure a`
ρλ3 = 26.32. Ce changement de comportement a` lieu aussi dans le cas vectoriel (ﬁgure du
bas a` droite) mais de manie`re moins prononce´e et pour des densite´s spatiales nettement
supe´rieures (ρλ3 ∼ 105) et la meˆme manie`re que pour la quantite´ κ on observe aussi de
grandes ﬂuctuations de g. Il est aussi inte´ressant de noter que les quantite´s κ et g exhibent
le meˆme comportement dans la limite des milieux tre`s dilue´s (ρλ3 = 0.01) ou` elles e´voluent
en fonction de la taille comme une loi de puissance telle que κ ∝ g ∝ L2.
Re´ite´rer le calcul des quantite´s κ et g sans conside´rer les e´tats correspondant aux
paires coope´ratives d’atomes nous permet d’obtenir des informations supple´mentaires tre`s
inte´ressantes (3.29). En appliquant le crite`re de se´lection de´veloppe´ a` la section 1.7 pour
les cas scalaire et vectoriel on peut calculer a` nouveau les quantite´s κ et g. La premie`re
observation est que les ﬂuctuations pre´sentes sur les deux quantite´s κ et g dans le cas
vectoriel sont dues a` la pre´sence des paires coope´ratives d’atomes dans la limite des milieux
dont la densite´ est pas trop e´leve´e (ρλ3 ≥ 131.6). Pour le cas vectoriel, l’e´volution des deux
quantite´s est de´sormais raisonnablement de´crite par une loi de puissance dont l’exposant
diminue lorsque la densite´ spatiale du syste`me augmente jusqu’a` faire tendre la quantite´
g vers une valeur constante en fonction de la taille pour des syste`mes tre`s denses (ρλ3 <
1316). Pour le cas scalaire les re´sultats obtenus a` la ﬁgure 3.29 sont sensiblement les
meˆmes que ceux obtenus a` la ﬁgure 3.28 a` la diﬀe´rence qu’il y a le´ge`rement moins de
ﬂuctuations sur les quantite´s κ et g. De la meˆme manie`re qu’a` la ﬁgure 3.28 on remarque
dans les deux cas que les comportements des quantite´s κ et g sont similaires dans la limite
de syste`me tre`s dilue´s (ρλ3 = 0.01) et que l’e´volution de ces deux quantite´s est de´crite
par une loi de puissance telle que :
κ ∝ g ∝ L2. (3.88)
Cela nous montre que la diﬀe´rence de de´ﬁnition entre κ et g est signiﬁcative pour des
syste`mes dont le libre parcours moyen l devient non ne´gligeable devant la longueur d’onde.
En ce qui concerne le cas scalaire, il est tentant de relier ce changement de compor-
tement dans la quantite´ g a` une transition de phase de type me´tal isolant au vue de
la densite´ a` laquelle cette transition apparaˆıt (k0l
(s) ≃ 1). Il faut cependant garder une
certaine prudence vis a` vis de ces re´sultats car la relation entre g et la conductance du
syste`me n’est pas formellement e´tablie. De plus il est a` remarquer que contrairement aux
re´sultats pre´ce´dent nous avons pousse´ la conside´ration des quantite´s g et κ a` la limite de
syste`mes dont la taille est tre`s petite devant la longueur d’onde (L/λ≪ 1 pour ρλ3 = 105
et 106). Comme nous le verrons plus tard dans ce manuscrit, cette limite de tre`s petites
tailles de syste`mes devant la longueur d’onde, parfois appele´e limite de Dicke, aﬃche des
comportements propres aux eﬀets coope´ratifs et a` la phase superradiante.
Enﬁn il est utile de savoir si ce changement de comportement de g dans le cas scalaire
est associe´ a` un de´sordre spatial dans les positions des diﬀuseurs, dans ce cas il serait tre`s
probable que cette transition soit relie´e a` la localisation d’Anderson, ou si on observe un
changement similaire dans un milieu ordonne´, ce qui irait a` l’encontre d’une transition
type me´tal isolant. C’est pourquoi nous allons conside´rer dans la prochaine section les
meˆmes quantite´s g et κ pour un re´seau cubique.
99 INLN-Institut Non Line´aire de Nice
CHAPITRE 3. E´TUDE NUME´RIQUE DE LA LOCALISATION DE LA LUMIE`RE ET DES
EFFETS COOPE´RATIFS.
10-1 100 101 102
10-1
100
101
102
103
104
L/λ
κκκκ
 
 
ρλ3=1.32.106 k0l
(s)
=1.5e-5
ρλ3=1.32.105 k0l
(s)
=1.5e-4
ρλ3=1316 k0l
(s)
=0.015
ρλ3=263.2 k0l
(s)
=0.075
ρλ3=131.6 k0l
(s)
=0.15
ρλ3=65.8 k0l
(s)
=0.3
ρλ3=43.87 k0l
(s)
=0.45
ρλ3=32.9 k0l
(s)
=0.6
ρλ3=26.32 k0l
(s)
=0.75
ρλ3=13.16 k0l
(s)
=1.5
ρλ3=8.77 k0l
(s)
=2.25
ρλ3=6.58 k0l
(s)
=3
ρλ3=5.26 k0l
(s)
=3.75
ρλ3=2.63 k0l
(s)
=7.5
ρλ3=1.32 k0l
(s)
=15
ρλ3=0.66 k0l
(s)
=30
ρλ3=0.53 k0l
(s)
=37.5
ρλ3=0.44 k0l
(s)
=45
ρλ3=0.01 k0l
(s)
=1500
Scalar case
Selected eigenvalues
10-1 100 101 102
10-6
10-4
10-2
100
102
104
L/λ
κκκκ
 
 
ρλ3=1.32.106 k0l
(v)
=1-6
ρλ3=1.32.105 k0l
(v)
=1e-4
ρλ3=1316 k0l
(v)
=0.01
ρλ3=263.2 k0l
(v)
=0.05
ρλ3=131.6 k0l
(v)
=0.1
ρλ3=65.8 k0l
(v)
=0.2
ρλ3=43.87 k0l
(v)
=0.3
ρλ3=32.9 k0l
(v)
=0.4
ρλ3=26.32 k0l
(v)
=0.5
ρλ3=13.16 k0l
(v)
=1
ρλ3=8.77 k0l
(v)
=1.5
ρλ3=6.58 k0l
(v)
=2
ρλ3=5.26 k0l
(v)
=2.5
ρλ3=2.63 k0l
(v)
=5
ρλ3=1.32 k0l
(v)
=10
ρλ3=0.66 k0l
(v)
=20
ρλ3=0.53 k0l
(v)
=25
ρλ3=0.44 k0l
(v)
=30
ρλ3=0.01 k0l
(v)
=1000
Vectorial case
Selected eigenvalues
10-1 100 101 102
10-10
10-8
10-6
10-4
10-2
100
102
104
L/λ
g
 
 
ρλ3=1.32.106 k0l
(s)
=1.5e-5
ρλ3=1.32.105 k0l
(s)
=1.5e-4
ρλ3=1316 k0l
(s)
=0.015
ρλ3=263.2 k0l
(s)
=0.075
ρλ3=131.6 k0l
(s)
=0.15
ρλ3=65.8 k0l
(s)
=0.3
ρλ3=43.87 k0l
(s)
=0.45
ρλ3=32.9 k0l
(s)
=0.6
ρλ3=26.32 k0l
(s)
=0.75
ρλ3=13.16 k0l
(s)
=1.5
ρλ3=8.77 k0l
(s)
=2.25
ρλ3=6.58 k0l
(s)
=3
ρλ3=5.26 k0l
(s)
=3.75
ρλ3=2.63 k0l
(s)
=7.5
ρλ3=1.32 k0l
(s)
=15
ρλ3=0.66 k0l
(s)
=30
ρλ3=0.53 k0l
(s)
=37.5
ρλ3=0.44 k0l
(s)
=45
ρλ3=0.01 k0l
(s)
=1500
Scalar case
Selected eigenvalues
10-1 100 101 102
10-8
10-6
10-4
10-2
100
102
104
L/λ
g
 
 
ρλ3=1.32.106 k0l
(v)
=1e-5
ρλ3=1.32.105 k0l
(v)
=1e-4
ρλ3=1316 k0l
(v)
=0.01
ρλ3=263.2 k0l
(v)
=0.05
ρλ3=131.6 k0l
(v)
=0.1
ρλ3=65.8 k0l
(v)
=0.2
ρλ3=43.87 k0l
(v)
=0.3
ρλ3=32.9 k0l
(v)
=0.4
ρλ3=26.32 k0l
(v)
=0.5
ρλ3=13.16 k0l
(v)
=1
ρλ3=8.77 k0l
(v)
=1.5
ρλ3=6.58 k0l
(v)
=2
ρλ3=5.26 k0l
(v)
=2.5
ρλ3=2.63 k0l
(v)
=5
ρλ3=1.32 k0l
(v)
=10
ρλ3=0.66 k0l
(v)
=20
ρλ3=0.53 k0l
(v)
=25
ρλ3=0.44 k0l
(v)
=30
ρλ3=0.01 k0l
(v)
=1000
Vectorial case
Selected eigenvalues
Figure 3.29 – Evolution des quantite´s κ (eq. (3.86) et ﬁgures du haut) et g (eq. (3.87) et
ﬁgures du bas) comme pour la ﬁgure 3.28 en ne conside´rant pas les e´tats correspondant aux
paires coope´ratives d’atomes. A l’inverse de la ﬁgure 3.28 on remarque que les quantite´s
κ et g pre´sentent nettement moins de ﬂuctuations dans le cas vectoriel (ﬁgures de droite).
On observe de´sormais que l’e´volution de la quantite´ κ est monotone en fonction de la
taille du syste`me dans les deux cas et clairement de´crite par une loi de puissance dans le
cas scalaire pre´sentant le meˆme comportement que pour la ﬁgure 3.28 alors qu’elle tend
a` devenir constante dans le cas vectoriel pour les syste`mes denses. La conside´ration de la
quantite´ g ne pre´sente pas de diﬀe´rence dans le cas scalaire avec ou sans paires mais que
l’inversion de pente en fonction de la taille de g, pre´sente pour les syste`mes tre`s denses
dans le cas vectoriel, a disparue, ce qui nous permet d’aﬃrmer que ce changement de
comportement e´tait cause´ par les paires coope´ratives dans ce cas.
E´tude des quantite´s κ et g dans le cas d’un milieu parfaitement ordonne´ :
cas d’un re´seau cubique.
Dans cette section, nous cherchons a` de´terminer si le changement de comportement ap-
paraissant dans la quantite´ g pour le cas scalaire est lie´ a` un de´sordre dans les positions des
diﬀuseurs, auquel cas il serait probable que cette transition soit associe´e a` la localisation
d’Anderson, ou s’il perdure dans la situation de´crivant un milieu parfaitement ordonne´,
ce qui privile´gierait une transition lie´e a` la coope´rativite´ qui n’implique pas un de´sordre
spatial dans les positions des diﬀuseurs. Nous allons donc nous inte´resser au comporte-
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ment de g, de´ﬁnit a` l’e´quation (3.87) dans la situation de´crivant un syste`me parfaitement
ordonne´ un re´seau cubique et a` titre comparatif nous nous inte´resserons e´galement au
comportement de la quantite´ κ (eq. 3.86) dans les cas scalaire et vectoriel.
Nous conside´rons un re´seau cubique pour un nombre d’atome variant entre N = 8 et
1000 et pour diﬀe´rents pas du re´seau a allant de a = 0.1/k0 a` a = 1000/k0. La relation
entre le pas du re´seau et le nombre d’atomes par unite´ de longueur d’onde au cube ρλ3
e´tant ρλ3 = λ3/a3 on peut en de´duire le libre parcours moyen dans le cas scalaire tel que :
k0l
(s) =
(k0a)
3
4π
(3.89)
et pour le cas vectoriel :
k0l
(v) =
(k0a)
3
6π
(3.90)
ou` on retrouve bien le facteur 2/3 entre les nombres de Ioﬀe-Regel de´ﬁnis dans les cas
vectoriel et scalaire.
La ﬁgure 3.30 nous montre l’e´volution des quantite´s κ (ﬁgures du haut) et g (ﬁgures
du bas) dans les scalaire (ﬁgures de gauche) et vectoriel (ﬁgures de droites). Le syste`me
conside´re´ est un re´seau cubique dont le nombre de sites (d’atomes) varie entre N = 8
et 1000 et dont le pas varie entre k0a = 0.5 et 1000 ce qui correspond en se re´fe´rant
aux e´quations (3.89) et (3.90) a` un nombre de Ioﬀe-Regel variant entre k0l
(s,v) = 10−2 a`
107 dans les deux cas (scalaire et vectoriel). L’e´tude de la quantite´ κ ne pre´sente pas de
singulie`res diﬀe´rence a` la situation ou` l’on conside`re un milieu de´sordonne´ dans le sens
ou` l’e´volution de cette quantite´ est de´crite par une loi de puissance dans les deux cas et
que l’on retrouve bien κ ∝ L2 dans les deux cas. On observe cependant une singulie`re
diﬀe´rence entre les cas scalaire et vectoriel pour les re´gimes dense k0l ≪ 1 dans le sens ou`
l’exposant de cette loi diﬀe`re entre le cas scalaire et le cas vectoriel tel que κ ∝ L dans le
cas scalaire et κ ∝ L3/2 dans le cas vectoriel.
La conside´ration de la quantite´ g pre´sente quant a` elle de singulie`res diﬀe´rences avec
la situation ou` nous conside´rons des milieux de´sordonne´s. En eﬀet que le changement de
comportement de cette quantite´ en fonction de la taille du syste`me se produit aussi bien
dans le cas scalaire que dans le cas vectoriel et qu’il a lieu a` des densite´s moindres que
pour les milieux dilue´s (k0l ≃ 4 pour le re´seau cubique au lieu de k0l ≃ 0.75 pour le
milieu de´sordonne´). Ce changement de position du point de transition nous met en garde
a` savoir si la transition que l’on observe avec le re´seau cubique est la meˆme que celle
observe´e avec le milieu de´sordonne´. Certains point communs existent quand meˆme avec
la situation concernant les milieux de´sordonne´s comme le comportement de g et κ qui
est qualitativement et quantitativement le meˆme dans le limite des milieux tre`s dilue´s
(κ, g ∝ L2 pour ρλ3 ≪ 1 ou k0m≫ 1).
Au ﬁnal, on observe aussi un changement de comportement pour la quantite´ g dans les
cas scalaire et vectoriel en conside´rant un milieu parfaitement ordonne´e (re´seau cubique).
Ce qui ne va pas exactement dans le sens d’une transition lie´e au de´sordre et par conse´-
quent a` la localisation d’Anderson. Cependant il faut garder une certaine prudence via a`
vis de ce re´sultat, qui se veut comme une ouverture et non un re´sultat ﬁnal de ce travail
de the`se, car le changement de position du point ou` a lieu la transition signiﬁe peut eˆtre
que ce n’est pas le meˆme type de physique qui gouverne ce changement de comportement
pour les milieux ordonne´s et de´sordonne´s. Il faut avouer qu’une approche analytique [148]
pour les milieux ordonne´s permettrait d’amener a` ce re´sultat un grand nombre d’e´le´ments
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Figure 3.30 – Evolution des crite`res κ (eq. (3.86) et ﬁgures du haut) et g (eq. (3.87) et
ﬁgures du bas) en fonction de la taille du syste`me, exprime´e en unite´ λ dans les cas scalaire
(ﬁgures de droite) et vectoriel (ﬁgures de gauche) pour des re´seaux cubiques contenant
entre N = 8 et 1000 atomes et dons les pas k0a varient entre k0a = 0.5 et k0a = 1000 ce
qui correspond dans les deux cas a` un nombre de Ioﬀe-Regel k0l variant entre 10
−2 et 107.
En ce qui concerne la quantite´ κ, on remarque que son comportement en fonction de la
taille du syste`me est clairement de´crit pas une loi de puissance telle que κ ∝ L2 dans la
limite des milieux tre`s dilue´s. Dans le re´gime dense, on note une diﬀe´rence singulie`re entre
les deux cas telle que κ ∝ L dans le cas scalaire et κ ∝ L 32 dans le cas vectoriel. L’e´tude
de la quantite´ g sur un re´seau cubique pre´sente quant a` elle de singulie`res diﬀe´rence avec
celle pour les milieux de´sordonne´s. En eﬀet on remarque de´sormais que le changement de
comportement de g a lieu aussi bien dans le cas vectoriel que dans le cas scalaire mais
aussi que la densite´ a` laquelle se produit ce changement est plus e´leve´e que dans le cas
de milieux de´sordonne´s (k0l ≃ 4). Les ﬂuctuations apparaissant aux tre`s grandes densite´s
sont cause´es par une erreur d’arrondis nume´rique dans les deux cas.
de re´ponses sur les eﬀets (coope´ratif ou localisation d’Anderson) qui gouvernent cette
transition.
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Figure 3.31 – Re´partitions des valeurs propres de l’Hamiltonien eﬀectif Heff dans le plan
complexe pour les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite) pour un
syste`me contenant N = 100 atomes de taille k0L = 0.26 somme´es sur 330 conﬁgurations
spatiales. Dans le cas scalaire on remarque clairement une se´gre´gation apparaissant entre
les valeurs propres ayant un long temps de vie (−ℑ(Λ)≪ 1), qui sont assimile´es a` l’e´tat
superradiant syme´trique, et celles ayant un tre`s court temps de vie (−ℑ(Λ)≫ 1), qui sont
assimile´es aux e´tats sousradiants. Cette se´gre´gation n’apparaˆıt pas dans le cas vectoriel
malgre´ la pre´sence d’e´tats aux long temps de vies apparaissant pour de tre`s grande e´nergie
|ℜ(Λ)| ≫ 1.
1.10 Comportement des valeurs propres de l’Hamiltonien effec-
tif pour des syste`mes de taille infe´rieure a` la longueur d’onde :
limite de Dicke.
Dans cette section e´tudions le comportement des valeurs propre de l’hamiltonien eﬀectif
dans la limite de Dicke c’est a` dire pour des syste`mes de tailles infe´rieures a` la longueur
d’onde L ≪ λ. Ce re´gime originalement e´tudie´ par Dicke [6] correspond a` la situation
ou` tous les e´le´ments du syste`me sont couple´s aux modes du vide via un unique mode
transverse ((k0L)
2 < 1). Dans plusieurs e´tudes, il a e´te´ montre´ que dans ce cas limite, les
eﬀets coope´ratifs ne de´pendaient plus du ratio entre le nombre d’e´le´ments et le nombre de
modes transverses mais seulement du nombre d’e´le´ments uniquement. Certains travaux
s’inte´ressant a` des comportements d’e´chelles en fonction de l’e´paisseur optique b0 du sys-
te`me [15] pour des milieux dont la taille est grande devant la longueur d’onde (L > λ),
ont observe´ que dans cette limite la quantite´ d’e´chelle n’e´tait plus fonction de l’e´paisseur
optique mais de´pendait du nombre d’atomes N contenus dans le syste`me.
Aﬁn de reprendre la meˆme de´marche que nous avons adopte´e pour e´tudier les valeurs
propres de l’Hamiltonien eﬀectif Heff pour des syste`mes dont la taille est supe´rieure a` la
longueur d’onde, nous conside´rons tout d’abord la re´partition des valeurs propres dans les
cas scalaire et vectoriels.
La ﬁgure 3.31 nous montre la re´partition des valeurs propres de Heff dans le plan
complexe pour les cas scalaire et vectoriel pour un nuage de taille k0L = 0.26 contenant
N = 100 atomes somme´ sur 330 conﬁgurations spatiales. Tous comme les observations
que nous avons faites pre´ce´demment au de´but de ce chapitre on remarque des diﬀe´rences
drastiques entre les deux cas dans le sens ou` la se´gre´gation apparaissant dans le cas
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Figure 3.32 – Repre´sentation log-log des distributions des largeurs des modes P (Γat) pour
un nuage contenant N = 100 dans la limites de Dicke k0L = 0.26 dans les cas scalaire
(courbe noire) et vectoriel (courbe rouge) moyenne´ sur 330 conﬁgurations spatiales. On
remarque tout d’abord que l’e´tat pur superradiant dont la largeur est proche des NΓ0 n’est
pre´sent que dans le cas scalaire et que dans le cas vectoriel les modes ayant les temps de
vies les plus court ont une largeur de ∼ 10Γ0. Une autre observation inte´ressante dans le
cas scalaire est la pre´sence de la de´croissance alge´brique telle que P (Γat) ∝ Γ−4/30 comme
nous l’avons observe´e pre´ce´demment (ﬁgures 3.7 et 3.9) lors de l’e´tude des distributions
des largeurs des modes pour des syste`mes dont la taille est supe´rieure a` la longueur d’onde
(L > λ). Le maintien de cette loi de puissance dans la limite de Dicke est un argument
supple´mentaire n’allant pas dans le sens de la relation entre ce comportement et les modes
localise´s au sens d’Anderson.
scalaire, entre les valeurs propres aux tre`s courts temps de vies (−ℑ(Λ)≪ 1), assimile´es
aux e´tats superradiant syme´triques, et celles aux tre`s longs temps de vies (−ℑ(Λ)≫ 1) qui
sont les e´tats sousradiants, n’existe pas dans le cas vectoriel. Malgre´ l’apparition d’e´tats
ayant un long temps vie dans le cas vectoriel on n’observe pas l’existence d’un e´tat ayant
un taux de de´croissance proportionnel au nombre d’e´le´ments N contenus dans le syste`me.
La ﬁgure 3.32 montre les distributions des largeurs des modes P (Γat) dans le cas scalaire
et vectoriel pour un syste`me contenant N = 100 atomes, dont la taille est k0L = 0.266.
On remarque clairement l’absence du pic superradiant dans le cas vectoriel, situe´ a` ΓSup =
NΓ0 dans le cas scalaire (entoure´ en vert dans la ﬁgure 3.32). Cette absence vient du fait
que les termes en 1/(k0r)
2 et 1/(k0r)
3 augmentent la de´cohe´rence relie´e au ”Van der Walls
dephasing ” [14]. Ce me´canisme de de´phasage, a` l’origine de l’absence du pis superradiant,
est lie´ aux de´placements en fre´quences des e´tats d’excitations collectives associe´ a` un
de´sordre dans les orientations relatives des dipoˆles ce qui cre´e une source de de´cohe´rence
brisant la syme´trie permettant l’observation de l’e´tat superradiant. Certaines e´tudes [53]
conside´rant le mode`le vectoriel que nous e´tudions mais admettant que tous les dipoˆles sont
aligne´s selon un meˆme axe, ce qui se rame`ne a` l’e´tude d’une matrice N × N , observent
encore le pic superradiant dans le limite de taille de syste`mes infe´rieure a` la longueur
d’onde λ. Il faut toutes fois souligner que ces e´tudes tiennent aussi compte des corrections
lie´es a` l’e´change de photons virtuels en ne faisant pas l’approximation de l’onde tournante.
Une autre remarque inte´ressante vient du fait que l’on continue a` observer dans la limite de
Dicke (k0L < 2π) la de´croissance alge´brique dans le cas scalaire telle que P (Γat) ∝ Γ−4/3at .
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Figure 3.33 – Evolution de la largeur de mode associe´e a` l’e´tat superradiant en fonction
du nombre d’atomes N dans le cas scalaire pour un nuage dont la densite´ est ρλ3 =
1.36.106. On remarque clairement une de´viation a` la convergence de cette largeurs vers la
valeur NΓ0.
Cette observation ne va clairement pas dans le sens de la relation entre la loi de puissance,
observe´e dans d’autres e´tudes [26], et les modes localise´s au sens d’Anderson proches de
la frontie`re du syste`me et fuyant a` travers elle mais ne va pas a` l’encontre d’un re´gime de
diﬀusion anormal [36, 44, 123] telle que pourrait l’eˆtre la sousradiance.
Une observation plus pousse´e des ﬁgures 3.31 et 3.32 dans le cas scalaire nous montre
que le pic superradiant dans le cas scalaire ne converge pas exactement vers la valeur
NΓ0 tout comme dans l’e´tude mene´e par la re´fe´rence [53].Cette non convergence exacte
provient de la non hermicite´ de l’Hamiltonien eﬀectif Heff ce qui a pour conse´quence que
le taux de de´croissance moyen des e´tats sous radiant 〈ΓSub〉 n’est pas exactement e´gal a`
0. La ﬁgure 3.33 nous montre l’e´volution de la largeur associe´e a` l’e´tat superradiant en
fonction du nombre d’atomes pour un syste`me dont la densite´ spatiale de diﬀuseurs est
ρλ3 = 1.36.106 (la taille de ce syste`me est toujours infe´rieure a` la longueur d’onde qu’elle
que soit le nombre d’atomes compris entre N = 100 et 1000). On remarque que la largeur
de ce pic ne converge pas exactement vers la valeur NΓ0
1.11 Conclusions sur les valeurs propres de l’Hamiltonien effec-
tif.
Les observations que nous avons faites sur les re´sultats nume´riques que nous avons
obtenus sur les valeurs propres de l’Hamiltonien eﬀectif Heff ne sont pas en de´saccords
avec celle faites par d’autre travaux [26][77][25][35], cependant les interpre´tations a` faires
sur les diﬀe´rences de comportements des valeurs propres entre les diﬀe´rents re´gimes (di-
lue´s, spatialement et optiquement dense, taille infe´rieure a` la longueur d’onde λ) sont a`
conside´rer avec prudence.
D’une manie`re ge´ne´rale nous avons vu que l’inﬂuence des termes de champ proche,
pre´sents dans le cas vectoriel, donnait lieu a` des diﬀe´rences drastiques entre ce dernier et
le cas scalaire lorsque nous conside´rions des milieux denses. L’apparition de modes aux
longs temps de vies dans le cas scalaire et absent dans le cas scalaire, ou` les modes aux
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longs temps de vies sont domine´s par les e´tats associe´es aux paires coope´ratives d’atomes,
montre que le caracte`re vectoriel de la lumie`re peut avoir de lourdes conse´quences sur les
eﬀets cohe´rent type localisation d’Anderson ou encore les eﬀets coope´ratifs.
En conside´rant les distributions des largeurs des modes P (Γat) nous avons eﬀectivement
observe´ une de´croissance alge´brique (P (Γat) ∝ Γ−αat ) apparaissant pour les milieux dense
mais le comportement de son exposant α semble de´pendre principalement plus de l’e´pais-
seur optique b0 que de la densite´ spatiale de diﬀuseurs ρλ
3 ce qui privile´gie le fait que ce
comportement est principalement lie´ aux eﬀets coope´ratifs. De plus la convergence de cet
exposant vers la valeurs −4/3, qui est associe´e par certaines e´tudes a` la signature d’une
diﬀusion anormale a` la transition me´tal isolant [36][44], et non vers la valeurs −1, comme
indique´ pour les modes localise´s au sens d’Anderson proches de la frontie`re et fuyant a`
travers elle, nous pousse a` penser que les approches se basant sur les proprie´te´s statistiques
des largeurs des modes doivent eˆtre eﬀectue´es avec prudence dans les syste`me que nous
e´tudions, ou` l’inﬂuence des interactions longues porte´es est non ne´gligeable. L’e´tude des
comportement asymptotiques des largeurs des modes nous a aussi permis de voir que le
physique des e´tats ayant les temps de vies les plus courts (dont les largeurs sont les plus
grandes) e´taient domine´s par les eﬀets coope´ratifs de´pendant donc de l’e´paisseur optique
b0 alors que ceux qui avaient les temps de vie les plus longs (dont la largeur est tre`s petite
devant celle de l’atome unique Γat ≪ Γ0) e´taient majoritairement domine´s par les paires
sousradiantes coope´ratives a` l’exception des milieux denses dans le cas scalaire dont les
largeurs moyenne minimum pre´sentent de singulie`res de´viations avec le comportement
pre´dit pour les paires.
L’e´tude des distributions des positions des modes P (Eat) nous a permis de voir un
changement de forme de ces dernie`res entre les re´gimes denses et dilue´s mais la conside´-
rations des distributions des e´carts entre niveaux d’e´nergies conse´cutifs P (∆Eat) ne nous
a pas permis de mettre en e´vidence un changement de comportement drastique entre les
deux re´gimes dans le mesure ou` il n’y a jamais de re´pulsions entre les positions des modes
et ce que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel.
Apre`s s’eˆtre aﬀranchis des e´tats associe´s aux paires coope´ratives d’atomes, les consi-
de´rations des distributions des distances plus proches voisins dans le plan complexe P (s)
nous a permis de constater un changement de comportement entre les milieux optique-
ment denses et dilue´es domine´ par les eﬀets coope´ratifs, dans le mesure ou` la formes
des distributions P (s) ne de´pend uniquement que de l’e´paisseur optique b0. N’ayant pas
malheureusement les comportements asymptotiques de ces distributions dans les re´gimes
denses nous ne sommes pas en mesure de faire une analyse d’e´chelle aﬁn de voir si ce
changement de comportement est lie´ a` une transition de phase.
Enﬁn l’e´tude de recouvrement entre les modes nous donne un re´sultat surprenant
lorsque l’on conside`re la quantite´ assimile´e parfois au nombre de Thouless g dans le sens
ou` l’on observe un changement de comportement drastique de l’e´volution de cette der-
nie`re en fonction de la taille du syste`me k0L lorsque l’on conside`re des syste`mes dont la
densite´ spatiale de diﬀuseurs est supe´rieure a` ρλ3 = 26.35. Tout laisserait a` penser que
ce changement de comportement est le signature de la transition d’Anderson mais sa per-
sistance dans la limite de Dicke, ou` la taille du syste`me est bien infe´rieure a` la longueur
d’onde (L < λ), et un comportement similaire observe´ dans la situation conside´rant des
syste`mes parfaitement ordonne´s (re´seau cubique) nous empeˆchent a` ce stade d’aﬃrmer
que ce changement de comportement est relie´ a` la transition Me´tal-Isolant pre´vue dans le
contexte de la the´orie sur la localisation d’Anderson.
En conclusion, plusieurs e´le´ments nous indiquent un changement de comportement
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ayant lieu dans le cas scalaire et absent dans le cas vectoriel entre les re´gimes spatialement
dilue´s et denses. Il est encore diﬃcile a` ce stade de relier ce changement a` une transition
de phase et bien meˆme d’aﬃrmer qu’il ne peut jamais avoir lieu dans le cas vectoriel : le
cas que nous conside´rons suppose un de´sordre dans les orientations relatives des dipoˆles
atomiques ce qui peut eˆtre ne´glige´ the´oriquement comme l’on fait les e´tudes [21, 53][155]
et aussi aﬀranchit de manie`re expe´rimentale. D’autre processus physiques pourraient aussi
permettre d’introduire un de´sordre diagonal a` l’Hamiltonien eﬀectif que nous conside´rons
tout comme l’ajout d’un faisceau incident provoquant un de´placement lumineux ou encore
celui d’un gradient de champ magne´tique levant la de´ge´ne´rescence Zeeman dans le cas
vectoriel.
2 E´tude des e´tats propres du Hamiltonien effectif.
Apre`s avoir conside´re´ les valeurs propres du Hamiltonien eﬀectif dans les cas scalaire et
vectoriel nous nous inte´ressons dans cette section a` ses vecteurs propres aﬁn d’obtenir des
indications sur les me´canismes a` l’origine de la localisation du photon dans un ensemble
de dipoˆles ponctuels place´s de manie`re ale´atoire dans un syste`me a` 3 dimensions spatiales.
L’ide´e principale e´tant que, malgre´ le fait que les valeurs propres de l’Hamiltonien eﬀectif
Heff soient relie´es aux e´tats propres, il est tout a` fait possible que dans la situation
particulie`re que nous conside´rons, l’information sur une localisation du photon cause´e par
le de´sordre soit contenue dans les e´tats propres et non pas dans les valeurs propres du
Hamiltonien eﬀectif. Pour cela nous conside´rerons dans un premier temps une quantite´
fre´quemment utilise´e dans le contexte de travaux mene´s sur la localisation d’Anderson qui
est le taux de participation du mode (le PR (Participation Ratio)) ou son inverse (l’IPR
(Inverse Participation Ratio)). Cette quantite´, si l’espace de Hilbert dans lequel on la
conside`re est la base canonique re´elle, peut eˆtre directement proportionnelle au volume
spatial du mode, plus pre´cise´ment au nombre de sites participant a` l’e´tat d’excitation
collective.
2.1 E´tude du taux de Participation Inverse
Le Taux de Participation (Participation PR) ou son inverse (l’Inverse Participation
Ratio (IPR)) ne sont pas des quantite´s qui ont e´te´s e´labore´es dans l’unique but d’e´tudier
les eﬀets de localisation relie´s au de´sordre. En eﬀet cette quantite´ permet de connaˆıtre
l’e´talement d’un mode dans un espace de Hilbert donne´ que ce soit l’espace re´el |r〉, celui
des impulsions |p〉 et bien d’autres encore. Cette quantite´ permet ge´ne´ralement de savoir si
l’e´talement des certains modes augmente ou diminue en fonction de diﬀe´rentes parame`tre
du syste`me (taille, densite´...).
Dans le contexte de la localisation d’Anderson, la notion de Participation Ratio a e´te´
introduite de`s les de´but par Thouless [156], qui a mis en e´vidence pour la premie`re fois
un comportement en loi de puissance des fonctions d’ondes spatiales e´lectroniques dans
un re´gime interme´diaire entre un milieux faiblement de´sordonne´ (ou` la diﬀusion multiple
est cense´e gouverner la dynamique du syste`me) et un milieu fortement de´sordonne´ (ou` les
fonctions d’ondes sont exponentiellement localise´s dans l’espace). Ce travail fondateur, a` la
base de la the´orie d’e´chelle de´crivant une transition de phase entre une phase me´tallique et
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une phase isolante, a permis l’e´laboration de nouvelles approches pour e´tudier les eﬀets de
localisation forte lie´s au de´sordre qui ont aboutis a` la mise en e´vidence d’un comportement
multi fractal des fonctions d’ondes au point critique pour des syste`mes a` ’2+ǫ’ dimensions
[157].
D’une manie`re ge´ne´rale, on peut voir l’Inverse Participation Ratio comme une mesure
du ’degre´ d’e´tendue’ de l’e´tat dans l’espace de Hilbert dans lequel il est exprime´. On
peut donc s’attendre a` ce que dans le re´gime diﬀusif, ou` tous les modes sont e´tendus
spatialement sur l’inte´gralite´ du syste`me et que leur re´partition est ergodique, a` ce que
l’Inverse Participation Ration varie comme IPR ∼ N . Dans le re´gime isolant, ou` toutes les
fonctions sont cense´s eˆtre exponentiellement localise´s dans l’espace sur une taille typique
ξ, qui est la longueur de localisation, tels que Ψ(r) ∼ e−r/ξ, a` condition que la taille du
syste`me soit bien supe´rieure a` la longueur de localisation (L > ξ) et que l’on se situe
loin du point critique, ou` a lieu la transition de phase, on doit s’attendre a` ce que l’IPR
n’e´volue plus avec la taille (le nombre de site du syste`me) pour une variance de de´sordre
donne´e, que nous supposons e´quivalente a` la densite´ spatiale ρλ3 de diﬀuseurs dans le
syste`me.
Concernant l’utilisation du Participation Ratio pour les eﬀets coope´ratifs, cette quantite´
est parfois utilise´e aﬁn d’obtenir une information sur l’entropie line´aire [158], qui est une
manie`re de mesurer le degre´ de purete´ d’un mode. il est a` noter que cette analogie entre
l’entropie line´aire et le Participation Ratio a e´te´ tout d’abord e´tablie dans le contexte de
recherche sur la localisation d’Anderson [159].
Dans notre situation, les e´tats propres |Ψ〉 de l’Hamiltonien eﬀectif peuvent eˆtre ex-
prime´s dans la base canonique |e(α)i 〉 pour le cas vectoriel et |ei〉 pour le cas scalaire tel
que :
|Ψ(s)〉 =
N∑
i=1
ci|ei〉 (3.91)
|Ψ(v)〉 =
N∑
i=1
∑
α=x,y,z
cαi |eαi 〉. (3.92)
Chaque atome dans son e´tat excite´ |ei〉 e´tant situe´ a` la position |ri〉 de manie`re distincte,
l’e´quivalence formelle entre la base canonique et l’espace de Hilbert de´crivant les positions
des atomes peut eˆtre faite ce qui nous permet de re´e´crire les e´quations (3.91)-(3.92) telles
que :
|Ψ(s)〉 =
N∑
i=1
ci|ri〉 (3.93)
|Ψ(v)〉 =
N∑
i=1
∑
α=x,y,z
cαi |rαi 〉. (3.94)
Les de´ﬁnitions que nous utiliserons pour calculer les Inverse Participations Ratio dans les
cas scalaire et vectoriel sont les suivantes :
IPR(s) =
∑N
i=1 |ci|4∑N
k=1 |ck|2
, (3.95)
IPR(v) =
∑N
i=1
∑
α=x,y,z |cαi |4∑N
k=1
∑
α=x,y,z |cαk |2
. (3.96)
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Figure 3.34 – Distributions P (ln(IPR)) des logarithmes des IPR dans les cas scalaire
(ﬁgures de gauche) et vectoriel (ﬁgures de droites), dans le re´gime dilue´s (ρλ3 = 0.66,
ﬁgures du haut) et dense (ρλ3 = 65.7, ﬁgures du bas) pour des nuages contenant N =
100, 700 et 1100 atomes ce qui e´quivaut a` des tailles k0L diﬀe´rentes de nuages. Pour le
re´gime dilue´ (ρλ3 = 0.66), on remarque dans les deux cas qu’il n’y a pas de valeur autour
de laquelle s’accumulent les IPR et la position de la valeur la plus probable des IPR
de´croˆıt proportionnellement avec la taille k0L du syste`me ce qui va dans le sens du re´gime
de diﬀusion multiple, ou` tous les modes sont de´localise´s sur l’inte´gralite´ du syste`me. Pour
les re´gimes denses (ρλ3 = 65.7), on remarque l’apparition dans les deux cas d’une valeur
autour de laquelle s’accumulent les Inverse Participations Ratio et dont la position reste
inde´pendante quelle que soit la taille k0L du syste`me. Ce point d’accumulation prend pour
valeurs ln(IPR) ≃ −0.7 pour le cas scalaire et ln(IPR) ≃ −1.5 dans le cas vectoriel.
Ces deux points d’accumulations sont a` relier aux e´tats de paires coope´ratives dont la
pre´sence est plus accrue pour les milieux dense et dont l’Inverse Participation Ratio ne
de´pend aucunement de la taille du syste`me.
Il existe plusieurs fac¸ons d’e´tudier l’Inverse Participation Ratio comme par exemple
conside´rer sa distribution P (IPR) pour une densite´ spatiale ρλ3 de diﬀuseurs donne´e aﬁn
de savoir s’il n’y a pas une valeur, que l’on pourrait ensuite assimiler a` une longueur de
localisation ξ, autour de laquelle s’accumulent les IPR inde´pendamment de la taille k0L
du syste`me. Une telle observation serait une preuve allant dans le sens de la localisation
au sens d’Anderson.
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La ﬁgure 3.34 montre les distributions Inverse Participation Ratio P (ln(IPR)) dans
les cas scalaire (ﬁgures de gauche) et vectoriel (ﬁgures de droite) pour les re´gimes denses
(ﬁgures du bas) et dilue´s (ﬁgure du haut) pour de nuages contenant N = 100, 700 et
1100 atomes. Dans le re´gime dilue´ (ρλ3 = 0.66), on remarque qu’il n’existe aucune valeur,
dont la position est inde´pendant de la taille k0L du syste`me, autour de laquelle s’accu-
mulent les Inverse Participation Ratio. De plus la position de la valeur la plus probable des
IPR de´croˆıt de manie`re proportionnelle a` la taille du syste`me, ce qui va dans le sens de
modes de´localise´s sur l’inte´gralite´ du syste`me, dont l’e´talement varie proportionnellement
au nombre de sites dans le syste`me, comme cela est attendu dans le re´gime de diﬀusion
multiple. Dans le re´gime dense (ρλ3 = 65.7), que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel,
on remarque l’apparition d’un second pic dont la position ne varie pas en fonction de la
taille du syste`me et qui se situe aux alentours de ln(IPR) ≃ −0.7 dans le cas scalaire
et ln(IPR) ≃ −1.4 dans le cas vectoriel. Ce pic est a` relier aux e´tats de paires coope´ra-
tives dont l’Inverse Participation Ratio est proche de 1/2 pour le cas scalaire. Dans le cas
vectoriel il faut se rappeler que chaque atome (site) est de´crit par trois e´tats de polari-
sations (eqs. (2.55)) ce qui a pour conse´quences qu’un e´tat de pair peut avoir un Inverse
Participation Ratio allant de 1/2 a` 1/6 d’ou` la position du pic correspondant aux paire
aux alentours de ln(IPR) ≃ −1.4 ≃ ln(1/4). E´galement pour le re´gime dense, la position
du sommet du deuxie`me pic de´croˆıt en fonction de la taille du syste`me, ce qui ne nous
permet pas de le relier a` des eﬀets de localisation forte dues au de´sordre type Anderson.
Il faut cependant garder une certaine prudence vis a` vis des conclusions de´ﬁnitives que
l’on peut avoir sur la ﬁgure 3.34 car le traitement a e´te´ re´alise´ sur tous les e´tats confondus
et il se peut tre`s bien que certains e´tats localise´s soient cache´ a` l’inte´rieur de l’ensemble
de tous les e´tats (diﬀusif, coope´ratifs, paires...). C’est pour cela que nous conside´rons une
autre repre´sentation de Inverse Participation Ratio dans le plan (Γat,IPR) aﬁn d’avoir
une vision d’ensemble sur le comportement des IPR pour les modes aux long temps de
vies (de manie`re e´quivalente : ayant une largeur proche de 0 (Γat ≪ Γ0)).
De´sormais nous nous focalisons sur les milieux spatialement denses (ρλ3 > 13.16) aﬁn
d’e´tudier les comportements des Inverses Participation Ratio associe´s aux modes ayant
un long temps de vie dans ce re´gime. La ﬁgure 3.35 nous montre en repre´sentation log-log
les Inverse Participation Ratio IPR en fonction des largeurs des modes Γat auxquels ils
sont associe´s pour un milieu spatialement dense (ρλ3 = 65.8) contenant N = 500 et 1100
atomes. Les lignes verticales en traits pleins repre´sentent le taux d’e´mission sousradiant
Γsub donne´ par la re´fe´rence [35] tel que :
Γsub ∝ Γ0
b0
(3.97)
et celles en pointille´s repre´sentent le taux d’e´mission associe´ au re´gime de Radiation
Trapping (diﬀusion multiple) donne´ par la re´fe´rence [40] tel que
ΓRT ∝ Γ0
b20
. (3.98)
On remarque tout d’abord que les e´tats superradiant (dont la largeur est supe´rieure a` celle
de l’atome unique : Γat > Γ0) ont tendance a` eˆtre totalement de´localise´s sur l’inte´gralite´ du
syste`me leur IPR variant par conse´quent en l’inverse du nombre d’atome (IPR ∼ 1/N)
que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel. Pour les modes ayant un long temps de
vie (Γat < Γ0), on remarque tout d’abord que dans le cas vectoriel ceux ayant les plus
grand temps de vies sont associe´s a` des e´tats de paires coope´ratives avec leur Inverse
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Figure 3.35 – Repre´sentation log-log des Inverse Participation Ratio (IPR) en fonction
des largeurs des modes Γat dans les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure
de droite) pour deux nuages contenant N = 500 et N = 1100 atomes pour une densite´
spatiale de diﬀuseurs ρλ3 = 65.8. Dans le cas vectoriel, a` l’exception des e´tats d’excitations
correspondant aux paires coope´ratives d’atomes, ayant un long temps de vie (Γat < 0.1Γ0)
qui ont un inverse participation ratio compris entre 1/6 . IPR . 1/2 , on remarque que
la majorite´ des modes sont de´localise´s sur la totalite´ du nuage (ayant par conse´quent un
IPR ∼ N). Contrairement au cas vectoriel, on observe dans le cas scalaire l’apparition
de modes ayant un tre`s long temps de vie (Γat < 10
−3Γ0) qui ne peuvent pas eˆtre associe´s
a` des paires coope´ratives car leur Inverse participation Ratio est bien infe´rieur (IPR ≃
10−1) a` celui des paire cense´ eˆtre aux alentours de la valeur 1/2. Cependant, un de´tail
n’allant pas dans le sens de modes localise´s au sens d’Anderson, est que leur volume
semble augmenter (certes de manie`re moindre que les e´tats totalement de´localise´s sur tout
le syste`me) lorsque la taille du syste`me augmente. On remarque e´galement la pre´sence
dans le cas scalaire de modes ayant un temps de vie mois e´leve´ (Γat ≃ 10−1Γ0) qui sont
totalement de´localise´s et dont l’IPR varie en 1/N . Les courbes verticales en traits pleins
repre´sentent le taux d’e´mission sousradiant (Γsub ∝ Γ0/b0) donne´ a` la re´fe´rence [35] et
celles en pointille´s repre´sentent le taux d’e´mission dans le re´gime de Radiation Trapping
donne´ par la re´fe´rence [40].
Participation Ratio compris entre 1/6 et 1/2. Le reste des modes ayant un long temps de
vie (Γat ≃ Γ0) e´tant de´localise´s sur l’ensemble du nuage (ayant par conse´quent un IPR
variant en 1/N). Le cas scalaire pre´sente quant a` lui certains comportements inte´ressant
des modes aux longs temps de vie (Γat < 10
−2Γ0) dans le sens ou` leur IPR ne peut pas eˆtre
de´crit par celui des e´tats correspondant aux paires coope´ratives d’atomes (dont l’Inverse
Participation Ratio est aux alentours de 1/2). En eﬀet ces modes, qui sont ceux contenus
dans la concentration autour de l’e´nergie Eat = 1 (3.4) d’e´tats ayant un tre`s long temps
de vie, ont un IPR compris entre 1/2 et 0.1 ce qui sugge`re que plus de 2 sites (atomes)
participent a` ces e´tats d’excitation collective. Cependant le volume de ces modes aux longs
temps de vie semble augmenter avec le nombre de site ce qui ne va pas dans le sens de
modes localise´s au sens d’Anderson et dons le volume est cense´ rester constant (autour
de la longueur de localisation ξ) quelle que soit la taille du syste`me. Aﬁn de souligner
l’augmentation de volume (ou de manie`re e´quivalente la diminution de l’IPR) de ces
modes aux longs temps de vies, nous nous concentrons sur les e´tats dans le cas scalaire
situe´s dans la bande d’e´nergie comprise entre Eat = 0.5Γ0 et Eat = 1.5Γ0. La ﬁgure 3.36
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Figure 3.36 – Figure de gauche : Histogramme 2D de la ’densite´ d’Inverse Participation
Ratio/largeur des modes’ en repre´sentation log-log dans le cas scalaire pour les meˆmes
parame`tres que la ﬁgure 3.35. L’histogramme pour N = 1100 atomes a e´te´ volontairement
rehausse´ selon l’axe z aﬁn de distinguer celui pour N = 500 atomes. Les contours en trait
plein en rouge repre´sentent les projections des iso densite´s (point a` la meˆme hauteur
z) sur l’histogramme associe´ au nuage contenant N = 500 atomes. Figure de droite :
repre´sentation des iso densite´s pour les deux nuages contenant N = 500 (courbes vertes)
et N = 1100 atomes (courbes bleues). Cette repre´sentation nous permet clairement de
dire qu’en plus d’avoir leur largeur Γat qui diminue, la taille de ces modes aux longs temps
de vie augmente avec le nombre de sites (d’atomes) contenus dans le syste`me.
montre a` gauche une repre´sentation sche´matique des histogrammes a` deux dimensions
de la densite´ IPR/Γat en repre´sentation log-log pour les valeurs propres situe´es dans la
bande d’e´nergie comprise 0.5 < Eat < 1.5 avec les meˆme parame`tres dans le cas scalaire
que la ﬁgure 3.35. L’histogramme associe´ au nuage contenant N = 1100 atomes a e´te´
rehausse´ volontairement aﬁn que l’on puisse distinguer celui associe´ au nuage contenant
N = 500 atomes. Les courbes en trait pleins en rouges sont les projections des iso densite´s
(points a` la meˆme hauteur selon l’axe z) de la courbe pour N = 1100 atomes sur celle
associe´e a` N = 500 atomes (dont les iso densite´s sont repre´sente´es en vert mais que
l’on distingue diﬃcilement). La ﬁgure 3.36 a` droite montre les iso densite´s seules dans le
plan (Γat,IPR) pour le nuage contenant N = 500 atomes (courbes en vert) et le nuage
contenant N = 1100 atomes (courbes en bleu). On remarque tre`s clairement que lorsque
la taille k0L du syste`me augmente (ou proportionnellement le nombre d’atomes N pour
une densite´ spatiale ρλ3 de diﬀuseurs ﬁxe´e), les modes aux longs temps de vies voient leur
e´talement augmenter (ou de manie`re e´quivalente leur IPR diminuer) tout comme leur
largeur Γat diminuer, ce qui signiﬁe que leur temps de vie augmente. Cette observation ne
nous permet donc pas de relier a` ce stade ces modes aux longs temps de vie, contenus dans
la concentration des valeurs propres autour de l’e´nergie Eat = 1, a` des modes localise´s au
sens d’Anderson.
Aﬁn de poser des nombres sur les observations faites a` la ﬁgure 3.36 nous allons quanti-
ﬁer le comportement des IPR des modes ayant un long temps de vie (Γat ≪ 1) en fonction
de la taille k0L du syste`me pour des milieux dont la densite´ spatiale de diﬀuseurs est ﬁxe´e
(ρλ3 = cst), ce qui e´quivaut a` conside´rer l’e´volution de l’IPR en fonction du nombre de
sites (c’est a` dire du nombre d’atomes N). Pour cela, nous nous inte´ressons a` l’e´volution de
la bordure infe´rieure du domaine de´crit par l’ensemble des points dans le plan (Γat,IPR) en
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Figure 3.37 – Repre´sentation log-log de l’e´volution en fonction du nombre d’atomes N de
la valeur moyenne des Inverse Participation Ratio minimum 〈min(IPR)〉 des modes ayant
un long temps de vie (Γat < 10
−2Γ0) pour des nuages a` diﬀe´rentes densite´s spatiales de
diﬀuseur ρλ3 = 65.8 a` 0.7. Dans les deux cas (scalaire et vectoriel) on remarque que quel
que soit le re´gime que l’on conside`re (dense ou dilue´), le comportement de 〈min(IPR)〉
est plutoˆt de´crit par une loi de puissance de´croissante en fonction du nombre d’atomes.
Cette loi de puissance passe de 〈min(IPR)〉 ∝ N−1 dans le re´gime dilue´, ce qui prouve que
tous les modes sont de´localise´s sur la totalite´ du nuage, a` 〈min(IPR)〉 ∝ N− 13 dans le cas
scalaire et 〈min(IPR)〉 ∝ N− 23 dans le cas vectoriel, ce qui nous permet pas d’aﬃrmer que
ces modes aux longs temps de vies sont des modes localise´s a` causes des eﬀets d’interfe´rence
lie´s au de´sordre. Nous avons e´tendu les simulations a` N = 2000 et 4000 atome pour le
re´gime dense dans le cas scalaire aﬁn de s’assurer que nous ne conside´rerions pas des
syste`mes dont a taille est infe´rieure a` la longueur de localisation ξ.
quantiﬁant son comportement de deux manie`res diﬀe´rentes. Soit nous se´lectionnons tous
les points ayant a` la fois a` une largeur de mode Γat et un Inverse Participation Ratio infe´-
rieur a` un certain seuil (ΓSat,IPR
S) que nous choisissons arbitrairement et nous calculons
la valeur moyenne des IPR se´lectionne´s, nous qualiﬁerons cette me´thode comme e´tant glo-
bale. Soit nous conside´rons une fraction des modes ayant les IPR les plus faible contenus
dans la bande Γat,i ∈ [ln(Γmin) + (k− 1)ln(Γ0)− ln(Γmin)
Nr − 1 , ln(Γmin) + k
ln(Γ0)− ln(Γmin)
Nr − 1 ]
avec k ∈ N tel que 1 < k < Nr et Nr le nombre de bande que l’on veut pour se´quencer
l’espace selon Γat et nous calculons l’IPR moyens pour tous ces modes. Les deux me´thodes
donnent singulie`rement les meˆmes re´sultats a` condition de ne pas choisir des parame`tres
trop extreˆme comme par exemple un seuil trop bas ou un nombre de bande trop e´leve´. La
ﬁgure 3.37 nous montre en repre´sentation log-log l’e´volution de l’IPR minimum moyen
〈min(IPR)〉 en fonction du nombre d’atomes N pour des syste`mes dilue´s ρλ3 = 0.7 et
des syste`mes dense ρλ3 = 65.8. Dans le re´gime dilue´ (ρλ3 = 0.7), que ce soit dans le cas
scalaire ou vectoriel, on remarque que l’Inverse Participation Ratio de´croˆıt de manie`re
proportionnelle au nombre d’atomes N tel que :
IPR ∼ 1
N
, (3.99)
ce qui nous permet de dire que dans ce re´gime, a` l’exception des e´tats correspondant aux
paires coope´ratives, tous les modes sont de´localise´s sur l’ensemble du nuage.
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On observe par contre dans le re´gime dense (ρλ3 = 65.8) que l’Inverse Participation
Ratio de´croˆıt encore en fonction du nombre d’atome en suivant une loi de puissance dont
l’exposant est supe´rieur a` −1. On trouve pour les deux cas les comportements en lois de
puissances suivants :
〈min(IPR(s))〉 ∝ 1
N
1
3
, (3.100)
〈min(IPR(v))〉 ∝ 1
N
2
3
. (3.101)
Que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel, on ne peut donc pas aﬃrmer que ces modes
ayant un long temps de vie soient localise´s au sens strict d’Anderson car leur Inverse
Participation Ratio devrait rester constant a` un certain point de de´sordre, c’est a` dire a`
partir d’une certaine densite´ spatiale ρλ3 de diﬀuseurs. Dans le cas scalaire nous avons
pousse´ les calculs jusqu’a` N = 4000 atomes pour le re´gime dense (ρλ3 = 65.8) aﬁn
de s’assurer que la taille du syste`me n’e´tait pas infe´rieure a` une certaine longueur de
localisation ξ pour N = 1100 atomes et qu’un changement de comportement apparaisse
pour un nombre supe´rieur d’atomes (de manie`re e´quivalente une taille plus e´leve´e).
Enﬁn, pour terminer cette e´tude sur l’e´tendue spatiale des modes dans les cas scalaire et
vectoriel, il peut eˆtre inte´ressant d’identiﬁer par leur IPR les modes dans le plan complexe,
tels qu’ils sont repre´sente´s aux ﬁgures 3.2 et 3.4, aﬁn d’avoir une ide´e supple´mentaire
sur leur comportement global. La ﬁgure 3.38 nous montre la re´partition dans le plan
complexe des valeurs propres auxquelles sont associe´es en niveaux de couleur leur taux
de participation inverse (IPR) dans les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure
de droite) pour un milieu spatialement dilue´ (ρλ3 = 0.7, ﬁgures du haut) et spatialement
dense (ρλ3 = 65.8, ﬁgures du bas). Le code couleur pour les IPR va du bleu pour les modes
dont le taux de participation inverse tend vers 1/N et rouge pour les modes dont le taux
de participation inverse tend vers la valeur 1/2. Les courbes en trait pleins correspondent
aux expressions analytiques obtenues pour les paires coope´ratives aux e´quations (eq. 3.4,
courbe violette) pour le cas scalaire et (eqs. (3.9), courbe verte- (3.10), courbe bleue) dans
le cas vectoriel.
Dans le re´gime dilue´ on remarque clairement, que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel,
que les e´tats dont les IPR sont proches de 1/2 dans le cas scalaire et compris entre 1/2
et 1/6 dans le cas vectoriel et qui correspondent aux paires coope´ratives d’atomes, sont
se´pare´s du reste des valeurs propres dont le taux de participation inverse a une tre`s petite
valeur proche de 1/N . On remarque cependant l’existence dans le cas scalaire des quelques
modes dont la position dans le plan complexe est proche de la courbe analytique obtenue
pour les paires sousradiantes (eq. (3.4)) et qui ont un taux de participation inverse diﬀe´rent
de 1/2 et qui se rapproche plutoˆt de ≃ 0.2. La pre´sence de ces e´tats est pour l’instant
inexplique´e et pourrait eˆtre a` l’origine de l’apparition de la branche contenant les modes
aux longs temps de vies (Γat ≪ 1) lorsque l’on conside`re des syste`mes spatialement denses.
Dans le re´gime dense (ρλ3 = 65.8) on remarque tout d’abord que les re´sultats obtenus
entre les cas scalaires et vectoriel ne sont pas uniquement diﬀe´rents dans la manie`re dont
sont re´parties les valeurs propres Λ dans le plan complexe mais aussi dans le comportement
de leurs taux de participation inverse. En eﬀet dans le cas vectoriel les conclusions a`
donner au re´gime dense sont similaires a` celle du re´gime dilue´ dans le sens ou` les e´tats
correspondant aux paires coope´ratives d’atomes, ayant un IPR compris entre 1/6 et 1/2,
ne se me´langent pas avec le reste des valeurs propres, dont le taux de participation inverse
est proche de 1/N , et sont repousse´es vers des valeurs extreˆmes (|Eat| ≫ 1 et Γat → 0 ou
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Figure 3.38 – Repre´sentation semi log dans les cas scalaire (ﬁgures de gauche) et vectoriel
(ﬁgures de droite) pour un milieu spatialement dilue´ (ρλ3 = 0.6, ﬁgures du haut) et
spatialement dense (ρλ3 = 131.6, ﬁgures du bas) contenant N = 500 atomes, de la
re´partition dans le plan complexe des valeurs propre Λ, auxquelles ont e´te´ associe´s leur
Taux de Participation Inverse (IPR) dont la couleur va du bleu pour les modes totalement
de´localise´s (IPR ∼ 1/N) au rouge pour les modes dont l’IPR est aux alentours de 0.5 .
Pour les milieux dilue´s, on remarque clairement dans les deux cas que les e´tats ayant une
Taux de Participation Inverse proches de 0.5 pour le cas scalaire et compris entre 0.5 et 0.16
pour le cas vectoriel se situent pre`s des courbes analytiques de´crivant les comportements
des paires (courbes en traits pleins, eqs. (3.4)-(3.10) )et sont donc a` associer a` e´tats de
paires coope´ratives. On remarque que ces e´tats de paires ne viennent pas se me´langer avec
les autre e´tats totalement de´localise´s sur le nuage dont le taux de Participation Inverse
tend vers IPR ∼ 1/N . Une observation inte´ressante et encore inexplique´e est la pre´sence
dans le cas scalaire d’e´tat dont le Taux de Participation Inverse est aux alentours de
0.1 et qui se situent aussi pre`s de la courbes analytique de´crivant le comportement des
paires. Dans le re´gime dense (ﬁgures du bas), le comportement reste le meˆme entre les
e´tats de pair et les autres e´tats dans le cas vectoriel (ﬁgure du bas a` droite) par contre
dans le cas scalaire on remarque qu’un nombre d’e´tats ayant un IPR proche de 0.5
s’e´cartent de la courbe de´crivant le comportement des e´tats sousradiants pour se situer
dans l’accumulation des valeurs propres situe´e autour de l’e´nergie Eat = 1.
Γat → 2). En ce qui concerne le cas scalaire, on remarque que beaucoup d’e´tats e´loigne´s de
la courbe analytique de´crivant les e´tats sousradiants ont un taux de participation inverse
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Figure 3.39 – Repre´sentation pour un nuage contenant N = 500 atomes dans la limite
de Dicke (k0L = 0.46) de la re´partition des valeurs propres dans le plan complexe telle
qu’elles sont pre´sente´es dans la ﬁgure 3.38 pour les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et
vectoriel (ﬁgure de droite). Pour cette ﬁgure le Taux de Participation Inverse est repre´-
sente´ en logarithme de´cimal aﬁn de mieux distinguer les modes totalement de´localise´s sur
l’ensemble du syste`me (IPR ∼ 1/N). Dans le cas vectoriel, on remarque que les modes
de´localise´s sur l’ensemble du nuage (IPR ∼ 1/N) se situent vers les e´nergies proches de
Eat = 0 et que le reste des modes (tre`s de´cale´s vers les e´nergies positives et ne´gatives) ont
surtout un Taux de Participation Inverse comprise entre 0.16 et 0.5. Dans le cas scalaire,
on peut observer les e´tats superradiant, qui ont une largeur telle que ΓSup ≃ NΓ0 et
sont tre`s de´cale´s vers les e´nergies ne´gatives, sont totalement de´localise´s sur l’ensemble du
syste`me alors que les autres modes ayant un long temps de vie (Γat ≪ 1) ont des Taux de
Participations Inverse variant entre 10−2 et 1/2. Un point inte´ressant est que les modes
ayant les plus longs temps de vies et qui sont contenus dans l’accumulation de valeurs
propres autour de l’e´nergie Eat ≃ 30, ont un Taux de Participation Inverse porche de 1/2.
proche de 1/2. De plus l’IPR des e´tats pre´sents dans la branche semble de´croˆıtre de
manie`re continue au fur et a` mesure que ces e´tats sont de plus en plus e´loigne´s de la
courbe associe´e aux paires sousradiantes. Cette observation nous empeˆche de conclure
pour l’instant que les modes contenus dans cette branche sont relie´s directement a` des
modes localise´s au sens d’Anderson dans la mesure ou` ils n’ont pas tous la meˆme e´tendue
(ou` le meˆme taux de participation) ce qui ne va pas dans le sens d’une longueur de
localisation ξ commune a` tous ces modes aux longs temps de vies.
Pour ﬁnir nous utilisons la meˆme repre´sentation qu’a` la ﬁgure 3.38 aﬁn de conside´rer
les taux de participations inverse associe´s aux valeurs propres dans la limite des syste`mes
dont la taille est infe´rieure a` la longueur d’onde k0L ≪ 2π (limite de Dicke). La ﬁgure
3.39 nous montre pour un nuage de taille k0L = 0.46 contenant N = 500 atomes la
re´partition des valeurs propres dans le plan complexe auxquelles on a associe´ leurs Taux
de Participation Inverse (IPR) dont le code couleur varie entre le bleu (pour les modes
dont l’IPR est proche de log10(1/N)) et en rouge (pour les modes dont l’IPR est porche
de log10(1/2)). Dans le cas vectoriel, on remarque tout d’abord l’absence de se´gre´gation
entre les valeurs propres dans le plan complexe et l’e´talement de ces dernie`re vers de tre`s
grandes valeurs en e´nergie (|Eat| ≫ 1). On remarque aussi que les e´tats de´localise´s se
situent vers les e´nergies proches de Eat = 0 et que les e´tats correspondant aux paires
coope´ratives et donc l’IPR varie entre 0.16 et 0.5 convergent vers les valeurs extreˆmes en
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e´nergies. Les re´sultats dans le cas scalaire sont tout aussi inte´ressant dans le sens ou` les
e´tats totalement de´localise´s sont les e´tats superradiant dont la largeur est proche de NΓ0
et que les e´tats ayant les plus long temps de vie ont un IPR proche de 1/2. On remarque
aussi que dans ce dernier cas il n’y a quasiment plus d’e´tats proches des courbes de´crivant
les paires coope´ratives.
2.2 Conclusion sur l’e´tude du Taux de Participation Inverse.
En re´sume´ l’e´tude du Taux de participation Inverse nous a montre´ que le volume des
modes augmentait aussi bien dans le re´gime dilue´, ce qui est a` priori normal dans le sens
ou` les fonctions sont cense´es eˆtre de´localise´es sur la totalite´ du nuage, que dans le re´gime
dense, ce qui ne va pas exactement dans le sens de la localisation d’Anderson, ou` le taux
de Participation des modes localise´s est cense´ rester constant.
Bien que nous ayons vu que l’exposant de la loi de puissance de´crivant le comportement
de l’IPR en fonction du nombre de sites (d’atomes) montrait une de´pendance en fonction
de la densite´ spatiale de diﬀuseurs ρλ3, passant de IPR ∝ N−1 dans le re´gime dilue´ a`
IPR ∝ N−1/3 dans le cas scalaire et IPR ∝ N−2/3 dans le cas vectoriel pour le re´gime
dense, cette diminution du Taux de Participation Inverse robuste pour les grandes densite´s
ρλ3 ≫ 1 va plus dans le sens d’un pie´geage de l’excitation relie´ aux eﬀets coope´ratifs.
Enﬁn en repre´sentant les Taux de Participations Inverses des modes dans le plan com-
plexe nous avons pu constater que les modes aux long temps de vies dans le cas scalaire,
parfois assimile´s a` des modes localise´s au sens d’Anderson [144, 37], pre´sentaient essen-
tiellement un IPR proche de 2 qui serait un indice nous permettant de relier l’apparition
de ces modes aux longs temps de vie a` la disparition des paires coope´ratives dans le cas
scalaire. Une remarque inte´ressante est que selon certains travaux [92], la sousradiance col-
lective peut eˆtre assimile´e a` un ensemble de paires d’atomes dans des e´tats antisyme´trique
ce qui est plutoˆt en bon accord avec nos observations nume´riques
3 Re´sultats nume´riques sur le taux d’e´mission du
photon.
Dans cette partie nous nous inte´ressons a` une autre quantite´ qui est le taux d’e´mission
du photon Γhν et que l’on peut calculer en conside´rant les spectres des parties imaginaires
des e´quations (2.87) et (2.90). Le taux d’e´mission du photon est directement relie´ a` la
probabilite´ de de´tecter le photon hors du syste`me au temps t et est donc par conse´quence
relie´ a` la probabilite´ que l’excitation a de rester dans le syste`me. Nous inte´ressant a` un
proble`me de localisation de la lumie`re nous pouvons essayer de savoir si le comportement
des modes ayant un long temps de vie dans le syste`me (ou de manie`re e´quivalente un
taux d’e´mission Γhν tre`s faible) est domine´ par la densite´ spatiale ρλ
3 de diﬀuseurs dans
syste`me ou bien par l’e´paisseur optique b0 ce qui nous permettra de de´terminer si la
physique dominant ces e´tats est a` relier de localisation de type Anderson ou aux eﬀets
coope´ratifs
Par le passe´, ce type d’approche a permis de mettre en e´vidence des comportements
d’e´chelle pour le cas scalaire que nous conside´rons [15] permettant de prouver que les eﬀets
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de localisation du photon e´taient principalement dus a` une synchronisation entre le dipoˆles
cause´e par les interactions longues porte´es plutoˆt qu’aux eﬀets d’interfe´rence destructives
lie´s au de´sordre (localisation d’Anderson). De plus les comportements phe´nome´nologiques
de´rive´s a` la section (1.4.a), sont au de´part de´rive´s dans le cadres de calcul sur le taux
d’e´mission de la densite´ spectrale d’e´nergie hors du syste`me, on peut donc s’attendre a`
observer dans les distributions du taux d’e´mission du photon P (Γhν) de comportements
propres aux re´gimes de diﬀusion multiple ou de localisation tels qu’ils sont pre´vus par la
the´orie.
Dans un premier temps nous allons eﬀectuer quelques rappels sur la the´orie de la
photode´tection aﬁn de relier l’ope´rateur nous permettant de calculer le taux d’e´mission
du photon a` partir de l’Hamiltonien eﬀectif dans les cas scalaire (eq. (2.90)) et vectoriel
(eq. 2.87), nous pre´senterons ensuite les re´sultats obtenus sur les distributions du taux
d’e´mission du photon P (Γhν) dans les deux cas. De la meˆme manie`re que nous avons
conside´re´s les comportements asymptotiques pour les largeurs des modes P (Γat) lors de
l’e´tude des valeurs propres de l’Hamiltonien eﬀectif Heff , nous conside´rerons aussi les
comportements asymptotiques des distributions P (Γhν). Enﬁn nous terminerons cette
e´tude avec la conside´ration d’une fonction de´pendant a` la fois de l’e´paisseur optique b0
et de la densite´ spatiale ρλ3 qui nous permettra de mettre en e´vidence un comportement
d’e´chelle que ce soit dans les cas scalaire ou vectoriel.
3.1 Ope´rateur densite´ re´duit et taux d’e´mission du photon.
Un grand nombre de travaux dans la litte´rature s’inte´ressent au taux d’e´mission de
l’e´nergie du syste`me pour un ensemble de N atomes. Plusieurs approches peuvent eˆtre
utilise´es que ce soit dans les cas scalaire ou vectoriel, comme par exemple le calcul des
fonctions de corre´lations d’ordre 1 du champ a` un ou deux temps [160] ou encore l’e´volution
de la matrice densite´ ρA restreinte au sous espace de Hilbert de´crivant tous les atomes
dans leur e´tat fondamental |G〉. Le proble`me pouvant devenir rapidement diﬃcile si l’on
conside`re des champs incidents de forte intensite´ [161], le mouvement des atomes [57],
ou encore lorsque certaines approximation ne sont pas faite comme celle de Born-Markov
ou l’approximation de l’onde tournante. C’est pourquoi dans la majeure partie des cas
seulement N = 2 atomes sont conside´re´s.
Dans cette section nous allons tout d’abord montrer comment relier le champ sortant
du nuage a` la partie imaginaire de l’Hamiltonien eﬀectif et nous nous inte´resserons ensuite
au cas particulier ou` nous restreignons notre e´tude au sous espace de Hilbert de´crivant au
maximum une excitation dans le nuage pour relier l’ope´rateur densite´ re´duit a` la partie
imaginaire de l’Hamiltonien eﬀectif et du taux d’e´mission du photon Γhν .
D’un point de vue du champ, la probabilite´ de de´tecter un photon au temps t a` l’ex-
te´rieur du nuage est proportionnelle au module du champ au carre´ S(R, t) exprime´ selon
la direction R et au temps t par unite´ d’angle solide telle que :
S(R, t) ∝ cǫ0〈E(+)(R, t)E(−)(R, t)〉, (3.102)
ou` 〈...〉 repre´sente la moyenne sur les e´tats propres de l’Hamiltonien eﬀectif. En se rap-
pelant des de´ﬁnitions des ope´rateurs E(+)(r) (eq. (2.74)) et E(−)(r) = [E(+)(r)]†, il est
possible d’expliciter l’e´quation (3.102) en fonction des ope´rateurs atomiques (S
(±)
i ) en ex-
primant les ope´rateurs photoniques akεˆ et a
†
kεˆ en repre´sentation de Heisenberg (eq. (2.77)).
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Dans cette repre´sentation il est possible de re´e´crire l’ope´rateur E(+)(r) tel que :
E(+)(R, t) =
1
~
∑
j
∑
k,εˆ
∫ t
0
dτ
~ωk
2ǫ0V
[
iDj(t− τ)eik.(R−rj)e−iωkτ εˆεˆ∗
]
(3.103)
en n’ayant pas fait pre´alablement l’approximation de l’onde tournante (RWA). En utilisant
l’approximation de Markov, valable quand le taux de de´sexcitation collectif est supe´rieur
au temps que met le photon a` traverser le syste`me ((max(Γhν))
−1 > k0L/c) on peut
remplacerD
(±)
j (t−τ) parD(±)j (t) pour le sortir de l’inte´grale temporelle et en transformant
la somme discre`te sur les k en un inte´grale continue. Suivant la re´fe´rence [160], en faisant
l’hypothe`se que le de´tecteur soit place´ tre`s loin du syste`me tel que R≫ max
i,j
(rij), on peut
re´e´crire l’e´quation (3.102) telle que :
S(R, t) ∝ cǫ0
∑
i,j
∑
α,α′
eikRˆ.(rj−ri)〈S(+)i,α (t)S(−)j,α′(t)〉. (3.104)
En faisant la moyenne angulaire de cette expression on peut obtenir la probabilite´ π(t) de
de´tecter un photon hors du nuage au temps t telle que :
Π(t) =
∫
dΩRˆS(R, t) ∝ cǫ0
∑
i,j
∑
α,α′
ℑ(gα,α′(rij))〈S(+)i,α (t)S(−)j,α′(t)〉 (3.105)
On peut donc remarquer que la probabilite´ de de´tecter un photon au temps t dans la
totalite´ de l’espace va eˆtre relie´e a` la partie imaginaire du potentiel d’interaction gαα′(r).
L’interpre´tation physique de cette expression est assez simple dans le sens ou` l’on peut
associer la probabilite´ de de´tecter un photon au point R comme le module au carre´ de
tous les champs e´mis par les dipoˆles (les atomes) avec un terme d’interfe´rences relie´ a` la
diﬀe´rence de marche qui est proportionnelle a` leur distances relatives.
Nous avons donc vu qu’il e´tait possible de relier la partie imaginaire du potentiel
d’interaction (gαα′(r) ou g(r)) a` la probabilite´ de de´tecter un photon au temps t loin
du nuage. Cependant ce type d’approche invoque beaucoup d’approximations (champ
lointains, Markov,...) dont les conse´quences sur la physique que nous e´tudions sont parfois
mal maˆıtrise´es 1. Nous allons donc conside´rer l’e´volution de la matrice densite´ ρˆA, restreinte
a` l’espace de Hilbert de´crivant les e´tats atomiques, dans le but de formaliser la relation
entre le taux d’e´mission du photon Γhν et la partie imaginaire de l’Hamiltonien eﬀectif
Heff . Ici un chapeau a e´te´ rajoute´ a` l’ope´rateur densite´ ρˆ aﬁn de ne pas porter a` confusion
entre ce dernier et la densite´ spatiale ρ de diﬀuseurs dans le syste`me.
Aﬁn d’illustrer de manie`re simple a` quel terme de la matrice densite´ correspond la
probabilite´ Π(t) de de´tecter un photon hors du syste`me a` un temps t, nous conside´rons
tout d’abord le cas simple de´crivant N = 1 atome avec une seule excitation. En repartant
de l’expression de l’Hamiltonien en jaugeD.E dont les termes sont exprime´s aux e´quations
(2.68) a` (2.70) on peut expliciter les e´quations d’e´volutions des populations dans l’e´tat
1. Il est a` noter que nous avons ne´glige´s l’influence d’un champ incident en ne prenant pas en compte
le terme d’interfe´rence entre ce dernier et le champ diffuse´. Selon certain travaux [160], ce terme d’in-
terfe´rence peut eˆtre ne´glige´ lorsque l’on fait l’hypothe`se que le de´tecteur est place´ a` une distance bien
supe´rieure a` la taille du syste`me. Les effets de retards, lie´s au temps finis entre l’e´mission de l’excitation
par un atome et son absorption par un autre atome, ont e´galement e´te´ ne´glige´s ce qui peut rendre le
proble`me tre`s complexe lorsqu’ils sont pris en compte [23]
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excite´ ρee et fondamental ρgg :
dρgg
dt
= Γ0ρee
dρee
dt
= − Γ0ρgg (3.106)
et des cohe´rences :
dρge
dt
=
(
−iω0 − Γ0
2
)
ρge
dρeg
dt
=
(
iω0 − Γ0
2
)
ρeg (3.107)
Conside´rant que le milieu est ouvert dans le sens ou` l’excitation peut en sortir, le syste`me
d’e´quations (3.106) et (3.107) peut eˆtre re´e´cris sous la forme d’une e´quation de Lindbald
telle que 2 :
dρˆA
dt
=
1
i~
[HA, ρˆ] + L(ρˆ) (3.109)
ou` HA est la partie de l’Hamiltonien correspondant au milieu atomique et de´crit a` l’e´qua-
tion (2.68) et L(ρ) s’exprime pour 1 atome tel que :
L(ρˆA) = −Γ0
2
(ρˆ|e〉〈e| − |e〉〈e|ρˆ) + Γ0S(−)ρˆS(+) (3.110)
A partir des e´quations (3.109) et (3.110) on peut donc remarquer que l’e´volution de la
population dans l’e´tat fondamental ρgg peut s’e´crire pour un unique atome :
dρgg
dt
= Γ0〈g|S(−)ρˆS(+)|g〉 (3.111)
ce qui nous permet de dire que le taux d’e´mission du photon est relie´ au deuxie`me terme,
qui est le terme dissipatif, de l’e´quation maˆıtresse (eq. 3.109).
D’une manie`re plus ge´ne´rale, l’e´quation maˆıtresse, de´crivant l’e´volution de la matrice
densite´ de´crivant les e´tats atomiques, a e´te´ obtenue en faisant l’approximation de l’onde
tournante (RWA) et celle de Born-Markov dans beaucoup de travaux pour les cas scalaire
et vectoriel [13][162] et peut s’e´crire dans le cas vectoriel telle que :
dρˆA
dt
=
1
i~
[HA, ρˆA]−
∑
i,j
∑
αα′
ℜ(gαα′(rij))[S(+)i,α S(−)j,α′ , ρˆA] (3.112)
− Γ0
2
∑
i,j
∑
αα′
ℑ(gαα′(rij))
(
S
(+)
i,α S
(−)
j,α′ ρˆA + ρˆAS
(+)
i,α S
(−)
j,α′ − 2S(−)i,α ρˆAS(+)j,α′
)
(3.113)
A partir de l’expression pre´ce´dente, nous pouvons nous inte´resser a` l’e´volution temporelle
de l’ope´rateur densite´ re´duit a` l’espace de Hilbert de´crivant l’e´tat fondamental |G〉 que
2. Une autre e´criture possible du syste`me d’e´quations (3.106) et (3.107) relie l’e´quation d’e´volution de
la matrice densite´ l’Hamiltonien effectif Heff et peut se mettre sous la forme :
dρˆA
dt
=
1
i~
(Heff ρˆ− ρˆHeff ) + Γ0S(−)ρˆS(+). (3.108)
Les re´sultats obtenus dans les situations de´crivant N = 1 et N = 2 atomes sont les meˆmes que ceux
obtenus avec l’Hamiltonien HA.
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l’on peut relier a` la probabilite´ Π(t) de de´tecter un photon a` l’exte´rieur du nuage au temps
t. De manie`re e´quivalente, il est aussi possible de relier le taux d’e´mission du photon a` la
partie imaginaire de l’Hamiltonien eﬀectif dans les cas scalaire (eq. (2.90)) et vectoriel (eq.
(2.87)) en conside´rant e´galement l’e´volution temporelle de la matrice densite´ restreinte a`
l’espace de Hilbert de´crivant toutes les excitations ρei,αei,α en se servant de la proprie´te´
sur la trace de la matrice densite´ :
dρGG
dt
= −d
∑
i
∑
α ρei,αei,α
dt
. (3.114)
Cependant le calcul en utilisant la restriction a` l’espace de Hilbert de´crivant l’e´tat ou`
tous les atomes sont dans leur e´tat fondamental est plus simple et pre´sente donc plus de
chances d’aboutir au bon re´sultat.
En de´ﬁnissant les populations de´crivant tous les atomes dans leur e´tats fondamental
ρGG ou l’atome i dans son e´tat excite´ ρeαi eαi selon sa composante α :
ρeαi eαi = 〈eαi ρˆA|eαi 〉 (3.115)
ρGG = 〈G|ρˆA|G〉, (3.116)
on peut expliciter l’e´volution de l’ope´rateur ρGG telle que :
dρGG
dt
=
d〈G|ρˆA|G〉
dt
. (3.117)
On remarque facilement que les valeurs moyennes sur l’e´tat fondamental |G〉 des deux
premiers termes de l’e´quation (3.113) sont nulles ce qui nous permet de re´e´crire cette
e´quation telle que :
dρGG
dt
= Γ0
N∑
i,j=1
∑
αα′
ℑ(gαα′(rij))〈G|S(−)i,α ρˆAS(+)j,α′ |G〉. (3.118)
On peut donc ramener le calcul du taux d’e´mission du photon Γhν a` un proble`me aux
valeurs propres 3 [163] relie´es a` la partie imaginaire du potentiel d’interaction servant a`
de´crire l’Hamiltonien eﬀectif Heff tel que :
N∑
i=1
−ℑ(gαα′(rij))uj = Γjhνuj (3.120)
ou` Γjhν est le taux d’e´mission du photon associe´ au mode uj qui contient l’information sur
la direction angulaire de ce photon [164].
En re´sume´, aﬁn de calculer les taux d’e´mission du photon dans les cas scalaire et
vectoriel, nous aurons a` diagonaliser les ope´rateurs :
Γij = Γ0
sin(k0rij)
k0rij
(cas scalaire) (3.121)
Γα,α
′
ij = Γ0
[(
sin(k0rij)
k0rij
+
cos(k0rij)
(k0rij)2
− sin(k0rij)
(k0rij)3
)
δαα′
+
(
−sin(k0rij)
k0rij
− 3cos(k0rij)
(k0rij)2
+ 3
sin(k0rij)
(k0rij)3
)
rαrα′
r2
]
(cas vectoriel) (3.122)
3. Pour cela une hypothe`se forte est faite dans le sens ou` l’on conside`re que le taux d’e´mission de
chaque population des e´tats excite´s de´croˆıt exponentiellement au cours du temps tel que :
Πei,αei,α ∝ e−Γ
(i,α)
hν
t (3.119)
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Figure 3.40 – Distributions des taux d’e´mission du photon P (Γhν) dans les cas scalaire
(ﬁgure de droite) et vectoriel (ﬁgure de gauche) pour un nuage contenant N = 500 atomes
at diﬀe´rente densite´s spatiales ρλ3 = 0.44 a` 131.6 moyenne´ sur 15 conﬁgurations spatiales.
De la meˆme manie`re que pour les distributions des largeurs des modes P (Γat) on remarque
que pour les syste`mes dilue´s la physique de l’atome unique est dominante et que les
distributions sont pique´es autour de Γ0 et que les distributions P (Γhν) tendent vers une
loi de puissance pour les milieux denses (ρλ3 > 13.16). Cependant, contrairement aux
distributions des largeurs des modes l’exposant de la loi de puissance n’est pas le meˆme
et tend plus toˆt vers la valeur −1 au lieu de −4/3.
Il est a` noter que contrairement a` l’ope´rateur de´crivant l’Hamiltonien eﬀectif Heff
dans le cas scalaire (eq. 2.90) et vectoriel (eq. 2.87), qui est un ope´rateur non hermitien,
l’ope´rateur servant a` calculer le taux d’e´mission du photon Γhν , qui est la parie imaginaire
de Heff est quant a` lui hermitien dans les deux cas.
3.2 Distributions du taux d’e´mission du photon P (Γhν) dans les
cas scalaire et vectoriel.
Dans cette section, de la meˆme manie`re que nous avons conside´re´ les distributions
des largeurs des modes P (Γat) lors de notre e´tude des valeurs propres de l’Hamiltonien
eﬀectif Heff , nous allons nous inte´resser aux distributions du taux d’e´mission du photon
P (Γhν). Il est avant tout capital de souligner que le taux d’e´mission du photon Γhν et sa
densite´ de probabilite´ P (Γhν) ne sont en aucun cas e´quivalents aux largeurs des modes
Γat et a` leur distributions P (Γat) a` l’exception du cas particulier de´crivant N = 2 atomes.
En eﬀet, il faut plutoˆt voir les largeurs des modes Γat associe´es a` la probabilite´ que le
syste`me soit pendant un certain temps dans un e´tat d’excitation collective donne´ |Ψ〉
avant de de´croˆıtre dans un dans un autre e´tat d’excitation sans pour autant se coupler
a` l’exte´rieur (e´mettre l’excitation) alors que le taux d’e´mission du photon est quant a` lui
relie´ a` la probabilite´ qu’a l’excitation de rester un certain temps dans le syste`me avant de
se coupler a` l’exte´rieur.
L’approche nume´rique que nous avons utilise´ aﬁn de calculer le taux d’e´mission du
photon est similaire a` celle que nous avons de´crite au de´but de ce chapitre pour calculer
les valeurs propres de l’Hamiltonien eﬀectif Heff a` l’exception que nous n’avons seulement
diagonalise´ que sa partie imaginaire ℑ(gαα′(rij)) dans les cas scalaire (eq. 2.90) et vectoriel
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Figure 3.41 – Repre´sentation en log-log des distributions du taux d’e´mission du photon
P (Γhν) dans le cas scalaire (ﬁgures de gauches) et le cas vectoriel (ﬁgures de droite)
pour une densite´ spatiale de diﬀuseurs constante (ρλ3 = 13.16) (ﬁgures du bas) et pour
une e´paisseur optique constante (b
(s)
0 = 8.3 et b
(s)
0 = 12.5) (ﬁgures du haut) pour des
nuages contenant N = 15 a` 4000 atomes environs moyenne´s sur 10 a` 2000 conﬁgurations
spatiales. Contrairement aux distributions des largeurs des modes P (Γat) dont l’exposant
de la de´croissance alge´brique aﬃche clairement une de´pendance en e´paisseur optique b0,
aucune de´pendance nette ne peut eˆtre e´tablie pour l’exposant de la loi de puissance des
distributions du taux d’e´mission du photon P (Γhν). Dans les deux cas scalaire et vectoriel,
l’exposant de la de´croissance alge´brique semble sensiblement augmenter en fonction de la
densite´ spatiale de diﬀuseurs ρλ3 at aussi de l’e´paisseur optique b0.
(eq. 2.87) pour une conﬁguration spatiale donne´e.
La ﬁgure 3.40 montre les distributions du taux d’e´mission du photon P (Γhν) dans les
cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite) pour un nuage contenant
N = 700 atomes et diﬀe´rentes densite´s spatiales (ρλ3 = 0.44 a` 131.6) de diﬀuseurs. Tout
comme pour les distributions des largeurs des modes P (Γat), on remarque que pour les
syste`mes dilue´s (ρλ3 ≪ 1) la physique de l’atome unique est dominante et les distributions
sont pique´es autour de Γ0 = 1 et que pour les syste`mes denses spatialement (ρλ
3 ≫ 1)
et optiquement (b0 ≫ 1), le nombre de mode aux longs temps de vies (Γhν) augmente.
On remarque aussi que les distributions P (Γhν) passent d’une ’courbe en cloche’ pour
les milieux dilue´s a` une loi de puissance pour les milieux dense a` l’exception que l’ex-
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posant de la de´croissance alge´brique n’est pas le meˆme que pour les distributions des
largeurs des modes P (Γat) et se rapproche plus de la valeur −1 que de −4/3. Une autre
remarque inte´ressante est l’absence dans le cas vectoriel du pic a` Γhν = 2, associe´ aux
paires superradiantes.
Suivant la meˆme proce´dure que pour l’e´tude des distributions des largeurs des modes
P (Γat) nous conside´rons les distributions du taux d’e´mission du photon pour une densite´
spatiale ρλ3 de diﬀuseurs ﬁxe´es et une e´paisseur optique b0 ﬁxe´e aﬁn de connaˆıtre l’origine
de cette loi de puissance et de savoir si elle est a` relier aux eﬀets coope´ratifs ou aux eﬀets
lie´s au de´sordre. La ﬁgure 3.41 nous montre en repre´sentation log-log les distributions du
taux d’e´mission du photon P (Γhν) dans les cas scalaire (ﬁgures de gauche) et vectoriel
(ﬁgures de droite) pour des nuages dont l’e´paisseur optique est constante (b
(s)
0 = 8.3 et
b
(s)
0 = 12.5, ﬁgures du haut) ou pour des nuages dont la densite´ spatiale de diﬀuseurs est
constante (ρλ3 = 13.16, ﬁgures du bas). Aﬁn de maintenir ces parame`tre constant nous
avons fait varier le nombre d’atomes entre N = 15 et N = 4000 atomes environs moyenne´s
entre 2000 et 10 conﬁgurations spatiales. Contrairement aux distributions de largeurs des
modes que nous avons conside´re´es lors de l’e´tudes des valeurs propres de l’Hamiltonien
eﬀectif Heff ou` l’exposant de la de´croissance alge´brique de´pend clairement de l’e´paisseur
optique du syste`me, l’exposant de la loi de puissance des distributions du taux d’e´mission
du photon P (Γhν) ne semble pas de´pendre en particulier ni de l’e´paisseur optique b0 ni
de la densite´ spatiale de diﬀuseur ρλ3 et semble le´ge`rement augmenter en fonction de ces
deux parame`tres. Une autre observation importante sont les similarite´s qui existent entre
les distributions dans les cas scalaire et vectoriel du taux d’e´mission du photon P (Γhν)
et ce pour des syste`mes optiquement denses ou spatialement denses ce qui n’est pas le
cas des distributions des largeurs des modes, qui pre´sentent de grande diﬀe´rence pour des
syste`mes denses. Enﬁn il faut e´galement noter l’absence du pic a` Γhν = 2 qui correspond
aux paires coope´ratives d’atomes.
3.3 Comportements asymptotiques des distributions du taux
d’e´mission du photon.
De la meˆme manie`re nous avons conside´re´s les comportements de certaines valeurs
asymptotiques (largeur moyenne minimum Γmin et largeur moyenne maximum ΓMax )
des largeurs des modes, nous pouvons proce´der similairement avec le taux d’e´mission du
photon Γhν . Nous conside`rerons brie`vement a` la ﬁn de cette section les distributions du
taux d’e´mission du photon P (Γhν) dans la limite de Dicke ou` la taille du syste`me est bien
infe´rieure a` la longueur d’onde (k0L < λ).
Tout d’abord nous nous inte´ressons a` la valeur moyenne maximum du taux d’e´mission
du photon Γ
(Max)
hν de´ﬁnie telle que :
Γ
(Max)
hν = 〈maxi (Γhν,i)〉 (3.123)
ou` 〈.〉 repre´sente la moyenne sur les conﬁgurations spatiales du de´sordre. La ﬁgure 3.42
nous montre l’e´volution de la valeur moyenne maximum Γ
(Max)
hν , de´ﬁnie a` l’e´quation
(3.123),en fonction de l’e´paisseur optique du syste`me b0 dans le cas scalaire et vectoriel.
On remarque tout d’abord que cette quantite´ pre´sente globalement un comportement
qualitatif similaire a` la valeur moyenne maximum des largeurs des modes ΓMax (ﬁgure
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Vectorial case
Figure 3.42 – E´volution de la valeur moyenne maximum du taux d’e´mission du photon
Γ
(Max)
hν en fonction de l’e´paisseur optique du syste`me b0 − 2/k0l dans les cas scalaire
(ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite). A la diﬀe´rence de la valeur moyenne des
largeurs des modes ΓMax (3.10), on remarque que la quantite´ Γhν pre´sente une de´pendance
en densite´ dans le cas scalaire e´galement et que cette de´pendance est la meˆme pour le cas
vectoriel. Une autre diﬀe´rence remarquable entre ΓMax et Γhν est que le comportement
de cette dernie`re quantite´ est singulie`rement le meˆme que ce soit dans le cas scalaire ou
dans le cas vectoriel, ce qui est souligne´ par la courbe en trait pleins sur les deux ﬁgure
repre´sentant la meˆme e´quation (3.124), ce qui n’est pas le cas de la valeur moyenne des
largeurs des modes ΓMax.
3.10) et qu’elle ne pre´sente plus uniquement une de´pendance en densite´ dans le cas vec-
toriel mais aussi dans le cas scalaire. Un autre point important est que la de´pendance en
densite´ spatiale ρλ3 ou en nombre de Ioﬀe-Regel k0l est la meˆme dans le deux cas tout
comme leur comportement en ge´ne´ral, dont nous avons trouve´ l’expression empiriquement
a` partir d’une re´duction des moindres carre´s telle que :
Γ
(Max)
hν =
√
b0 +
(
b0
5
)2
+
b0
4.5
+ 1 (3.124)
Cette similarite´ entre les cas scalaire et vectoriel pour le comportement de la quantite´
Γ
(Max)
hν est une diﬀe´rence remarquable entre les taux d’e´mission du photon Γhν et les
largeurs des modes Γat.
Tous comme pour ces dernie`res, nous nous inte´ressons de´sormais au comportement de
la valeur minimum moyenne du taux d’e´mission du photon Γ
(min)
hν de´ﬁnie telle que
Γ
(min)
hν = 〈mini (Γhν,i)〉. (3.125)
ou` encore 〈.〉 repre´sente la moyenne sur les conﬁgurations spatiales du de´sordre. Dans
l’e´ventualite´ ou` le taux d’e´mission du photon serait domine´ par les taux d’e´mission associe´s
aux paires coope´ratives d’atomes on pourrait s’attendre a` ce que l’expression obtenue
pre´ce´demment pour la largeur imaginaire minimum moyenne telle que :
〈Γmin〉 ∝ Γ0
b0N
1
3
= Γ0(Nρλ
3)−
2
3 (3.126)
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Figure 3.43 – E´volution du taux d’e´mission du photon minimum moyen Γ
(min)
hν dans les
cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite) en fonction de la quantite´
(ρλ3)
2
3 pour des nuages dont la densite´ spatiale de diﬀuseurs varie entre ρλ3 = 0.44
et ρλ3 = 131.6. De la meˆme manie`re que pour la valeur maximum moyenne du taux
d’e´mission du photon Γ
(Max)
hν , on remarque qu’il n’y a quasiment pas de diﬀe´rence entre
les cas scalaire et vectoriel contrairement a` valeur minimum moyenne des largeurs des
modes Γmin (ﬁgure 3.11) qui pre´sente des diﬀe´rences entre les deux cas. Tout comme
pour Γmin dans le cas scalaire, on remarque un soudain de´crochement de l’e´volution de la
quantite´ Γ
(min)
hν , par rapport aux comportements pre´dit par les e´quations (3.48) et (3.126),
apparaissant pour les syste`mes dont la densite´ spatiale de diﬀuseurs est supe´rieure a`
ρλ3 & 2.63 dans le cas scalaire et ρλ3 & 1.14 pour le cas vectoriel. Le trait plein repre´sente
la courbe associe´e a` l’e´quation 2.3(ρλ3N)−2/3. Il est a` noter que les valeurs tre`s faibles
du taux d’e´mission du photon minimum moyen (Γ
(min)
hν < 10
−15Γ0) ne peuvent pas eˆtre
conside´re´es de manie`re rigoureuses car infe´rieure a` l’erreur nume´rique tole´re´ par le logiciel
de calcul.
soit encore valable pour de´crire le comportement de la quantite´ Γ
(min)
hν . La ﬁgure 3.43
montre l’e´volution valeur minimum moyenne du taux d’e´mission du photon Γ
(min)
hν dans
les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite) en fonction du parame`tre
exprime´ aux e´quations (3.48) et (3.126), qui est a` associe´ a` la largeur minimum moyenne
des e´tats correspondant aux paires coope´ratives d’atomes. Les densite´s spatiales conside´-
re´es vont de ρλ3 = 0.44 a` ρλ3 = 131.6. Contrairement a` la valeur minimum moyenne des
largeurs des modes Γmin (ﬁgure 3.11), ou` le cas scalaire pre´sente des diﬀe´rences singu-
lie`res avec le cas vectoriel, on remarque que le comportement la valeur moyenne du taux
d’e´mission du photon Γ
(min)
hν est le meˆme entre les cas scalaire et vectoriel. De la meˆme
manie`re que pour l’e´volution de la quantite´ Γmin pour le cas scalaire, Γ
(min)
hν pre´sente un
de´crochement en fonction de la densite´ spatiale ρλ3 au comportement associe´ au moment
d’ordre 1 de la largeur minimum des e´tats correspondant aux paires coope´ratives d’atomes
(trait plein sur la ﬁgure 3.43). Ce de´crochement apparaˆıt aux densite´s ρλ3 & 2.63 pour
le cas scalaire et ρλ3 & 1.14 pour le cas vectoriel. Il est important de noter que les tre`s
faible valeurs de Γ
(min)
hν telles que Γ
(min)
hν < 10
−15Γ0 n’ont aucun sens physique car elles se
situent bien en dec¸a` de l’erreur nume´rique tole´re´e par notre logiciel de calcul.
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Figure 3.44 – Repre´sentation log-log des distributions du taux d’e´mission du photon
P (Γhν) pour un nuage contenant N = 100 dans la limites de Dicke k0L = 0.26 dans les cas
scalaire (courbe noire) et vectoriel (courbe rouge) moyenne´ sur 99 conﬁgurations spatiales.
Contrairement au aux distributions des largeurs des modes dans la limites des milieux de
petites taille devant la longueur d’onde (L≪ λ), on remarque que le pic superradiant est
pre´sent aussi bien dans les cas scalaire et vectoriel. On observe e´galement que la largeur
de l’e´tat superradiant est exactement de NΓ0.
Distributions du taux d’e´mission de photon P (Γhν) dans la limite de Dicke
(L < λ).
Il est e´galement utile de conside´rer les distributions du taux d’e´mission du photon
P (Γhν) dans le limites de syste`me dont la taille est tre`s petite devant la longueur d’onde
tout comme nous l’avons fait a` la section 1.10 pour les distributions des largeurs des modes
P (Γat). Ce type d’e´tude a auparavant e´te´ faite dans le cas scalaire [15] et il a e´te´ observe´
que le taux d’e´mission associe´ a` l’e´tat superradiant syme´trique e´tait eﬀectivement de´crit
par ΓSup = NΓ0.
La ﬁgure 3.44 nous montre les distributions du taux d’e´mission du photon P (Γhν) dans
limite de Dicke (taille de syste`me petites devant la longueur d’onde (L ≪ λ)) dans les
cas scalaire (courbe noire) et vectoriel (courbe rouge) pour un nuage contenant N = 100
atomes dont la taille est k0L = 0.26 moyenne´ sur 99 conﬁgurations spatiales diﬀe´rentes.
Contrairement aux distributions des largeurs des modes P (Γat) dans cette meˆme limite,
on remarque la pre´sence du pic superradiant aussi bien dans les cas scalaire et vectoriel.
On observe e´galement que dans les deux cas la position de ce pis est exactement a` NΓ0 ce
qui est une indication allant dans les sens que les de´placements en fre´quences, conside´re´s
dans l’e´tude des valeurs propres de l’Hamiltonien eﬀectif Heff et pas dans le spectre de
sa partie imaginaire, sont a` l’origine d’un de´phasage empeˆchant la convergence de ce pic
vers NΓ0 (ﬁgure 3.45).
3.4 De´finition d’une fonction d’e´chelle.
Apre`s avoir vu que les comportements du taux d’e´mission du photon ne pre´sentaient que
peu de diﬀe´rences entre les cas scalaire et vectoriel, nous reprenons la proce´dure e´tablie
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Figure 3.45 – Evolution du taux d’e´mission associe´ a` l’e´tat superradiant en fonction du
nombre d’atomes N dans les cas scalaire (courbe noire) et vectoriel (courbe rouge) pour un
nuage dont la densite´ spatiale de diﬀuseurs est ρλ3 = 1.36.107. La courbe verte repre´sente
le taux d’e´mission e´voluant selon NΓ0. On remarque que dans les deux cas (scalaire et
vectoriel) le taux d’e´mission associe´ a` l’e´tat superradiant converge eﬀectivement vers NΓ0.
dans les travaux [15][155] aﬁn de voir si le cas vectoriel que nous conside´rons pre´sente
e´galement un comportement d’e´chelle en fonction de l’e´paisseur optique du syste`me. Le
cas vectoriel a e´te´ e´galement aborde´ dans la re´fe´rence [155] dans la situation ou` tous les
dipoˆles sont aligne´s selon le meˆme axe et qui est donc de´crite par un ope´rateur N × N .
La situation que nous conside´rons ou` les diﬀe´rentes composantes en polarisations des
dipoˆles sont couple´es n’a pas encore e´te´ l’objet de ce type d’approche, bien que l’on puisse
s’attendre a` un comportement d’e´chelle aux vues des observations pre´ce´dentes que nous
avons faites (grandes similarite´s entre les cas scalaire et vectoriel).
Que ce soit dans le cadre de travaux the´oriques [55] ou expe´rimentaux [165], ce qui per-
met souvent de mettre en e´vidence l’existence ou non d’une transition de phase est l’obser-
vation d’un comportement d’e´chelle, c’est a` dire qu’inde´pendamment des autre parame`tres
du proble`me toutes les courbes de´crivant une quantite´ sont de´crites par une unique fonc-
tion de´pendant d’un seul parame`tre dans la limite thermodynamique. Une bre`ve e´tude
phe´nome´nologique nous permet de voir que dans la limite des nuages tre`s dilue´s (ρλ3 ≪ 1),
la physique de l’atome unique est dominante et que tous les taux d’e´mission du photon se-
ront proche de celui pour un atome inde´pendant Γ0. On peut donc dire sans trop prendre
de risque que le taux d’e´mission moyen sera Γmean = 2Tr[ℑ(gα,α′(r))]/N = Γ0 = 1.
Dans la limite de Dicke (L ≪ λ), ou` il y a un mode superradiant dont le taux d’e´mis-
sion est ΓSup = NΓ0 et N − 1 mode sousradiants de´ge´ne´re´s dont les taux d’e´mission
sont ΓSous = 0Γ0, on obtient facilement que le taux d’e´mission moyen du photon est
Γmean = [N × 1 + 0× (N − 1)]Γ0/N = Γ0 = 1. On remarque donc que le taux d’e´mission
moyen du photon n’est pas une quantite´ ade´quate pour de´crire un changement de phase.
Par contre le fait que ce dernier reste a` la meˆme valeur quelle que soit la limite de taille de
syste`me que nous conside´rons nous permet d’e´laborer une fonction qui compte le nombre
de modes au-dessus et en dessous de Γmean qui elle peut nous fournir des indications sur
un e´ventuel changement de comportement du taux d’e´mission du photon. Nous de´ﬁnis-
sons donc une quantite´ C(k0L, k0l), relie´e a` la distribution inte´gre´e du taux d’e´mission du
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Figure 3.46 – E´volution de la quantite´ C(k0L, k0l) en fonction de la taille du syste`me k0L
exprime´e en unite´s de nombre d’onde dans les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel
(ﬁgure de droite) pour diﬀe´rentes densite´s spatiales de diﬀuseurs (ρλ3 = 0.44 a` 131.6). On
remarque peu de diﬀe´rences entre les deux cas et aussi l’absence de comportement d’e´chelle
de la quantite´ C(k0L, k0l) en fonction de la taille du syste`me. On observe e´galement que le
comportement de C(k0L, k0l) est croissant de manie`re monotone quelle que soit la densite´
spatiale de diﬀuseurs ρλ3 que l’on conside`re.
photon telle que :
C(k0L, k0l) = 1− 2
∫ ∞
Γ0
P (Γhν)dΓhν (3.127)
En regardant la quantite´ de´ﬁnie a` l’e´quation (3.127) on remarque que dans la limite des
milieux dilue´s (ρλ3 ≪ 1), la physique de l’atome unique va dominer les distributions du
taux d’e´mission du photon P (Γhν) qui seront re´partie autour de la valeur Γ0 de manie`re
syme´trique, ce qui aura pour conse´quences que la quantite´ C(k0L, k0l) tendra vers une
valeur nulle. En revanche dans un cas ou` tous les modes sont ”localise´s” dans le sens ou`
ils ont un taux d’e´mission Γhν infe´rieur a` celui de l’atome unique Γ0 on remarque que la
quantite´ C(k0L, k0l) tendra vers la valeur 1.
La ﬁgure 3.46 nous montre l’e´volution de la quantite´ C(k0L, k0l) de´ﬁnie a` l’e´quation
(3.127) en fonction de la taille du syste`me k0L exprime´e en unite´s de nombre d’onde
dans les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite) pour des syste`mes
a` diﬀe´rentes densite´s spatiales de diﬀuseurs (ρλ3 = 0.44 a` 131.6). On remarque tout
d’abord que l’e´volution de C(k0L, k0l) est croissante de manie`re monotone quelle que soit
la densite´ spatiale de diﬀuseurs ρλ3 ce qui est un indice de l’absence de changement dans
le comportement de cette quantite´ lie´ a` la densite´ spatiale du syste`me. On remarque aussi
l’absence de comportement d’e´chelle de la quantite´ C(k0L, k0l) en fonction de la taille du
syste`me k0L ce qui nous montre que ce dernier parame`tre n’est pas le parame`tre pertinent
pour mettre en e´vidence un comportement d’e´chelle pour cette quantite´.
A l’inverse la conside´ration de l’e´volution de la quantite´ C(k0L, k0l) en fonction de
l’e´paisseur optique du syste`me nous ame`ne a` des re´sultats singulie`rement plus inte´ressant.
La ﬁgure 3.47 nous montre l’e´volution de la quantite´ C(k0L, k0l) en fonction de l’e´paisseur
optique b0 du syste`me pour diﬀe´rentes densite´s spatiales de diﬀuseurs (0.44 ≤ ρλ3 ≥ 131.6)
dans les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite). Contrairement aux
observations faites a` la ﬁgure 3.46, on remarque tout d’abord que le comportement de
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Figure 3.47 – E´volution de la quantite´ C(k0L, k0l) en fonction de l’e´paisseur optique
du syste`me b0 dans les cas scalaire (ﬁgure de gauche) et vectoriel (ﬁgure de droite) pour
diﬀe´rentes densite´s spatiales de diﬀuseurs (ρλ3 = 0.44 a` 131.6). Contrairement aux ob-
servations faites a` la ﬁgure 3.46, on remarque que le comportement de C(k0L, k0l) en
fonction de l’e´paisseur optique est de´crit par une unique fonction quelle que soit la den-
site´ spatiale de diﬀuseurs ρλ3 conside´re´e, ce qui est une preuve que l’e´paisseur optique est
la quantite´ pertinente pour mettre en e´vidence un comportement d’e´chelle quel que soit le
cas scalaire ou vectoriel. Par contre on remarque e´galement que l’e´volution de C(k0L, k0l)
en fonction de l’e´paisseur optique b0 est croissante de manie`re monotone ce qui ne nous
permet pas d’aﬃrmer l’existence d’une transition de phase dont l’e´paisseur optique est
l’unique parame`tre d’ordre.
C(k0L, k0l) est de´crit par une unique fonction de´pendant de l’e´paisseur optique b0 totale-
ment inde´pendants de la densite´ spatiale de diﬀuseurs du syste`me ρλ3 pour des densite´s
spatiales infe´rieures a` ρλ3 = 65.8. Cette observation, qui avait e´te´ de´ja` obtenue pour le
cas scalaire [15], montre que la conside´ration du caracte`re vectoriel, ou` l’on tient compte
du couplage entre le diﬀe´rentes composantes en polarisation, n’ame`ne pas de changements
qualitatifs a` ce re´sultat, et que l’e´paisseur optique b0 est le parame`tre pertinent aﬁn de
mettre en e´vidence un comportement d’e´chelle dans la limite des syste`mes de grandes taille
devant la longueur d’onde k0Lg2π. On constate e´galement que l’e´volution de la quantite´
C(k0L, k0l) est croissante de manie`re monotone quelles que soient les densite´s spatiales
de diﬀuseurs ρλ3 et les e´paisseurs optiques b0 conside´re´es ce qui nous empeˆche d’aﬃr-
mer l’existence d’une transition de phase dont l’e´paisseur optique soit l’unique parame`tre
d’ordre. La ﬁgure 3.48 souligne l’absence de diﬀe´rences entre les cas scalaire et vectoriel
dans le comportement de la quantite´ C(k0L, k0l) en plus du fait que l’e´paisseur optique
soit le seul parame`tre pertinent dans la limite des syste`mes dont la taille est grande devant
la longueur d’onde (k0L > 2π).
3.5 Discussions des re´sultats.
Nous avons donc vu que le comportement du taux d’e´mission du photon Γhν contrai-
rement aux largeurs des modes Γat ou meˆme aux valeurs propre Λi, ne comportait que
peu de diﬀe´rences entre les cas scalaire et vectoriel. Nous avons tout d’abord vu que les
distributions du taux d’e´mission du photon P (Γhν), de la meˆme manie`re que celles des
largeurs des modes P (Γat), e´taient de´crites par une loi de puissance mais que son exposant
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Figure 3.48 – Superposition de la quantite´ C(k0L, k0l) dans les cas scalaire (bleu) et vec-
toriel (rouge) en repre´sentation log-log pour les meˆmes parame`tres que la ﬁgure 3.47. On
remarque clairement que quel que soit le cas conside´re´ (scalaire ou vectoriel), l’e´paisseur
optique b0 et le seul parame`tre pertinent permettant de mettre en e´vidence un com-
portement d’e´chelle ou` la quantite´ C(k0L, k0l) n’est de´crite que par une seule fonction
de´pendant de b0
e´tait plus proche de −1 que de −4/3. A la diﬀe´rence des distributions des largeurs des
modes P (Γat) dont l’exposant de la de´croissance alge´brique est clairement domine´ par
l’e´paisseur optique b0 (ﬁgure 3.9), nous observons que la de´pendance de l’exposant des loi
de puissance des distributions du taux d’e´mission du photon P (Γhν) de´pend a` la fois de
la densite´ spatiale ρλ3 du syste`me et de son e´paisseur optique b0.
L’e´tudes de certaines valeurs remarquables (valeur maximale, valeur minimale et valeur
la plus probable) du taux d’e´mission du photon Γhν a mis clairement en e´vidence l’absence
qualitative entre les cas scalaire et vectoriel et nous a permis de voir que l’e´paisseur optique
b0, corrige´e le´ge`rement par la densite´, dominait le taux d’e´mission maximum du photon
et que pour des syste`mes dont la densite´ est infe´rieure a` ρλ3 ≃ 1 la formule associe´e aux
paires coope´ratives d’atomes (eq. (3.48)) de´crivait correctement cette quantite´.
Enﬁn l’e´laboration d’une fonction C(k0L, k0l) de comptage des modes aux longs temps
de vies nous a permis de mettre en e´vidence un comportement d’e´chelle en fonction de
l’e´paisseur optique b0 du syste`me inde´pendant de la densite´ spatiale ρλ
3 de diﬀuseurs que
l’on conside`re.
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Chapitre 4
Etude expe´rimentale des effets
coope´ratifs.
Cette partie est consacre´e a` l’e´tude expe´rimentale des eﬀets coope´ratifs en se basant
principalement sur la de´tection indirecte de ces eﬀets par la modiﬁcation de la pression
de radiation [28, 166]. Dans un premier temps nous allons eﬀectuer un bref rappel sur les
diﬀe´rents aspects the´oriques nous permettant de savoir quelles quantite´s observer aﬁn de
mettre en e´vidence ces eﬀets coope´ratifs, nous discuterons des approximations faites par
les diﬀe´rents mode`les utilise´s et leurs conse´quences sur la physique que l’on conside`re. Il
est a` noter que le mode`le utilise´ le plus fre´quemment est celui des dipoˆles couple´s que nous
avons de´rive´ de manie`re classique au chapitre 2 aﬁn d’illustrer les potentiels d’interaction
du Hamiltonien eﬀectif pour les cas scalaire et vectoriel. Les e´tudes expe´rimentales que
nous avons mene´es e´tant re´alise´es dans des milieux dilue´s (ρ ≃ 1010 − 1011atomes.cm−3
ce qui est de l’ordre de ρλ3 ≃ 0.01 et k0l ≃ 1000) nous de´velopperons les approches
the´oriques uniquement pour le cas scalaire, qui est une approximation convenable pour
les milieux dilue´s. Dans un deuxie`me temps nous pre´senterons le dispositif expe´rimental
que nous avons utilise´ aﬁn de mettre en e´vidence ces eﬀets coope´ratifs et nous pre´senterons
dans la dernie`re partie les re´sultats expe´rimentaux que nous avons obtenue.
1 Rappels The´oriques sur les effets coope´ratifs.
Dans cette partie nous allons pre´senter les diﬀe´rents mode`les que nous pouvons uti-
liser aﬁn d’e´tudier les eﬀets coope´ratifs. Certains de ces mode`les comme les solutions
”Many Body” associe´es au N dipoˆles couple´s ne sont pas inte´grables et ne´cessitent, tout
comme pour l’e´tude des valeurs propres du Hamiltonien eﬀectif Heff , une approche nu-
me´rique. D’autres, se rapprochant d’une approche en champ moyen comme la solution
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”Timed Dicke”peuvent eˆtre traite´s de manie`re analytique. Nous allons donc discuter dans
les prochaines parties de la pertinence des diﬀe´rents mode`les, lie´e aux approximations qui
sont faites aﬁn de les obtenir, pour de´crire les re´sultats expe´rimentaux que nous avons
obtenus que ce soit dans les re´gimes de diﬀusion simple ou celui de diﬀusion multiple.
Cette section ne pre´sente pas une de´rivation de´taille´e et exhaustive des calculs permet-
tant d’obtenir la modiﬁcation de la force, applique´e au centre de masse d’un nuage de
ge´ome´trie gaussienne, par la pre´sence de la diﬀusion coope´rative et nous invitons le lec-
teur a` consulter les re´fe´rences [45, 167, 51, 168] pour plus de de´tails sur les diﬀe´rents
mode`les et les calculs permettant de les obtenir.
1.1 Solutions ”Many Body” pour N dipoˆles couple´s.
La solution ”Many Body” repre´sente plus pre´cise´ment la re´solution des e´quations dif-
fe´rentielles associe´es aux amplitudes de N dipoˆles couple´s en pre´sence d’un champ Laser
incident. Ces e´quations ont e´te´ de´rive´es dans le cas scalaire et vectoriel au de´but de ce
manuscrit et leurs expressions se trouvent aux e´quations (2.15) pour le cas scalaire et
(2.31) pour le cas vectoriel. Ce type d’approche, initialement introduit par L. Foldy [169]
est couramment utilise´ aﬁn de calculer le champ rayonne´ par un ensemble d’atomes froids,
assimile´ a` un ensemble de dipoˆles couple´s au repos. Nous nous permettons de rappeler
l’e´quation d’e´volution des dipoˆles couple´s dans le cas scalaire telle que 1 :
β˙i =
(
i∆0 − Γ0
2
)
βi − iΩ0
2
eik0.r + i
Γ0
2
∑
j 6=i
βj
eik0|ri−rj |
k0|ri − rj| (4.1)
qui est la base de nombreuses approches the´oriques servant aux e´tudes expe´rimentales des
eﬀets coope´ratifs dans les milieux dilue´s.
La limite de validite´ de ce mode`le se situe pour les champs de faibles intensite´s (Ω0 <
Γ0), e´tant similaire dans une certaine mesure a` la conside´ration d’une seule excitation dans
le syste`me telle que nous l’avons faites pour l’e´tude nume´rique du Hamiltonien eﬀectif,
au-dela` de quoi il faut tenir compte des corrections au premie`re ordre sur la diﬀusion
lie´es aux eﬀets de saturation de la population dans l’e´tat excite´ ([170]). Dans le cadre
d’une description line´aire de la re´ponse du syste`me, de nombreux travaux ont utilise´ cette
approche que ce soit dans le cas scalaire [31] ou vectoriel [22] et il est aussi possible
d’associer a` ce mode`le des termes supple´mentaires aﬁn de tenir compte des corrections
lie´es a` l’e´change de photons virtuels, qui sont ne´glige´s lorsque l’on fait l’approximation
de l’onde tournante (RWA) [21] pour une seule excitation ou encore si l’on tient compte
des corrections lie´es a` la pre´sence de deux excitations . Il existe deux manie`res diﬀe´rentes
de conside´rer la re´ponse des dipoˆles couple´s, soit dans le re´gime stationnaire en posant
β˙j = 0, soit en re´solvant nume´riquement le syste`me d’e´quation diﬀe´rentielles de manie`re
temporelle aﬁn de conside´rer e´galement la re´ponse dans le re´gime transitoire. Enﬁn ce
mode`le tiens compte des corrections lie´es aux eﬀets d’interfe´rences que ce soit dans le
re´gime de diﬀusion simple ou celui de diﬀusion multiple.
Aﬁn de relier l’ope´rateur force F a` l’amplitude des dipoˆles βj il est utile de pas-
ser en repre´sentation d’interaction pour le Hamiltonien matie`re rayonnement en posant
1. Bien que k0 soit le nombre d’onde relie´ a` la transition atomique, nous choisissons k0 pour le vecteur
d’onde d’un photon appartenant a` un mode du champ laser incident afin de ne pas porter confusion avec
les vecteurs d’ondes k des photons appartenant aux modes du vide.
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HI = e
iH0t/~V e−iH0t/~ ou` H0 est le Hamiltonien du syste`me en l’absence de perturbation
de´crit aux e´quations (2.68) et (2.69) et V = VAR + VAL repre´sente l’interaction matie`re-
rayonnement de´crite aux e´quations (2.70) et (2.75). Comme le montre la re´fe´rence [171] on
peut obtenir le Hamiltonien d’interaction matie`re-rayonnement 2 en repre´sentation d’in-
teraction tel que :
HI = −
N∑
j=1
~Ω0
2
(
S
(−)
j e
i∆0t−k0.rj + S
(+)
j e
−i∆0t+k0.rj
)
+ ~
N∑
j=1
∑
k
gk
(
S
(−)
j e
−iωt + S
(+)
j e
iωt
)
.
(
ake
−iωkt+ik.rj + a†
k
eiωkt−ik.rj
)
. (4.3)
Ici, la pulsation de Rabi du faisceau Laser incident Ω0 = dE0/~ est non nulle, contrai-
rement aux sections pre´ce´dentes, et gk = (d
2ωk/2~ǫ0V)(1/2) est la constante de couplage
atome-photon selon le mode k. Il est a` noter que nous conside´rons uniquement le cas
scalaire ce qui a pour conse´quences l’omission de toutes les notations concernant la pola-
risation du photon ε, celle du Laser incident ǫL ou encore les composantes en polarisation
atomiques α. Une remarque e´galement importante est que dans l’expression du Hamil-
tonien a` l’e´quation (4.3), l’approximation de l’onde tournante (RWA) a e´te´ faite pour le
premier terme, correspondant au couplage des atomes avec le champ laser, mais pas pour
le deuxie`me terme correspondant au couplage des atomes aux modes du vide. Plusieurs
travaux discutent de l’inﬂuence de cette approximation sur les eﬀets coope´ratifs ou` le
de´placement collectif de Lamb devrait jouer un roˆle [88, 101, 172].
Aﬁn de calculer la force moyenne applique´e au centre de masse du nuage, qui est
l’observable que nous voulons mesurer expe´rimentalement, il est possible de de´river une
expression de la force coope´rative moyenne Fc, a` partir de du Hamiltonien d’interaction
matie`re rayonnement (eq. (2.67)) en explicitant l’ope´rateur Fj correspondant a` la force
applique´ au j-ie`me atome a` partir de la relation :
Fj = Faj + Fej = −∇rjH (4.4)
ou` Faj est la force ressentie par l’atome due a` l’absorption d’un photon du champ incident
et Fej est la force ressentie par un atome lie´e a` l’absorption d’un photon e´mis par un autre
atome. En re´utilisant la nouvelle e´criture du Hamiltonien en repre´sentation d’interaction
(eq. (4.3)) et en utilisant la de´ﬁnition donne´e a` l’e´quation (4.4) on peut obtenir les ex-
pressions des ope´rateurs force relie´s a` l’absorption d’un photon du faisceau incident Faj
et a` l’absorption d’un photon e´mis par un autre atome Fej tel que [51] :
Faj = i~k0
Ω0
2
(
S
(−)
j e
i∆0t+ik0.rj + h.c
)
(4.5)
Fej = i~
∑
k
kgk
(
a†
k
S
(−)
j e
i(ωk−ω0)t−ik.rj + akS
(+)
j e
−i(ωk−ω0)t+ik.rj
)
. (4.6)
2. Afin d’obtenir le Hamiltonien HI en repre´sentation d’interaction, il faut utiliser l’identite´ :
e−αABeαA = B − α[A,B] + α
2
2!
[A, [A,B]] + ..., (4.2)
associe´e aux relations de commutation pour les ope´rateurs atomiques [S
(±)
i , S
e
i ] = ∓S(±)i avec Sei = |ei〉〈ei|
le projecteur sur l’e´tat excite´ de l’atome i, S
(+)
i (S
(−)
i ) e´tant l’ope´rateur excitation (de´sexcitation) de
l’atome i de´finit a` l’e´quation (2.72) et se rappeler e´galement des relations de commutation pour les
ope´rateurs photoniques [ak, a
†
k′
] = δ(k− k′)
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Il est donc possible de relier les expressions des ope´rateurs force applique´s a` un seul
atome, donne´es aux e´quations (4.4), (4.5) et (4.6), a` la force F applique´e au centre de
masse du nuage en exprimant la valeur moyenne de la force telle que F = 1/N
∑
j
Fj.
Il est a` noter que cette force est N fois infe´rieure a` la force totale qui s’applique au
nuage. En faisant l’hypothe`se d’une invariance par rotation de la distribution spatiale des
atomes dans le nuage autour de l’axe de propagation zˆ du faisceau Laser incident telle
que k0 = k0zˆ, la force moyenne F sera dans la meˆme direction que le vecteur d’onde k0 du
faisceau incident. Cette hypothe`se est plus que correcte dans la mesure ou` nous e´tudions
expe´rimentalement des nuages dont la distribution en densite´ est gaussienne.
Aﬁn de relier formellement les amplitudes des dipoˆles βj aux valeurs moyennes de Faj
et Fej, il faut faire l’hypothe`se que le syste`me ’atome+photon’ peut eˆtre de´crit par l’e´tat
|Ψ(t)〉 = α(t)|G〉+
N∑
j=1
e−i∆0tβ(t)|j〉 (4.7)
ou` les e´tats |G〉 et |j〉 ≡ |g1...ej...g〉 ont les meˆme de´ﬁnitions qu’aux chapitres pre´ce´dents.
Il est vrai que l’e´tat de´crit par l’e´quation (4.7) est plus que simpliﬁe´ et il faudrait tenir
compte en toute rigueur des corrections amene´es par les doubles excitations (deux photons,
deux atomes excite´s, un atome excite´ et un photon...). Finalement en s’aﬀranchissant
de la contribution des photons virtuels, on peut obtenir les valeurs moyennes des deux
composantes de la force applique´es au centre de masse du syste`me selon l’axe zˆ telle que
[45][51] :
〈Fˆa〉 = − ~k0Ω0
N
N∑
j=1
ℑ(βjeik0.rj) (4.8)
〈Fˆe〉 = − ~k0Ω0
N
N∑
j,m=1
zj − zm
|rj − rm|j1(k0|rj − rm|)ℑ(βjβ
∗
m) (4.9)
ou` j1(z) = sin(z)/z
2 − cos(z)/z est la fonction de Bessel sphe´rique au premier ordre.
Cette approche permet de mettre en e´vidence les deux contributions a` la force applique´e
au centre de masse du nuage selon l’axe zˆ, une partie coope´rative et atomes inde´pendants,
relie´e a` 〈Fˆa〉 sachant que l’absorption d’un photon par un atome peut eˆtre modiﬁe´e par la
pre´sence des autre atomes, et une partie exclusivement coope´rative relie´e a` 〈Fˆe〉. Pour un
atome unique, la contribution de Fe est donc nulle et en re´injectant dans l’e´quation (4.9)
l’e´quation (4.1) pour un seul atome dans le re´gime stationnaire (c’est a` dire pour β˙i = 0
et sans le troisie`me terme de cette e´quation) on retrouve eﬀectivement la formule de la
pression de radiation pour un atome unique soumis a` un champ incident.
Par une formulation microscopique de la diﬀusion collective en passant par le the´ore`me
optique, il est possible [171] de relier les deux expressions pre´ce´dentes a` l’intensite´ diﬀuse´e
Is(θ, φ) (eq. (2.40)) telle que :
Fz =
~k0Γ0
4πN
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
dθ sin θ(1− cos θ)
N∑
j,m=1
[
βjβ
∗
me
−ik·(rj−rm)
]
(4.10)
=
r2
Nc
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
dθ sin θ(1− cos θ)Is(θ, φ) (4.11)
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La premie`re e´criture de l’expression pre´ce´dente nous montre que la force moyenne selon
l’axe de propagation du faisceau Laser n’est pas proportionnelle a` l’amplitude d’excitation
de dipoˆles (|βi|2) mais est le re´sultat d’un eﬀet d’interfe´rence lie´ a` la diﬀe´rence de marche
proportionnelle a` la distance relative entre les dipoˆles. La deuxie`me e´criture souligne le fait
que la force s’appliquant au centre de masse du nuage selon la direction de propagation
du faisceau incident est directement proportionnelle au ﬂux sortant de l’intensite´ diﬀuse´e
Is(θ, φ). En conside´rant le cas simple d’une intensite´ diﬀuse´e de manie`re isotrope, on
trouve que la force moyenne applique´s au centre de masse du nuage est Fz = (4πr
2/Nc)Is
ce qui permet de retrouver la relation entre la puissance diﬀuse´e et la pression de radiation.
1.2 Solution Timed Dicke pour l’e´tat stationnaire.
La solution Timed Dicke peut eˆtre assimile´e a` une approche champ moyen dans la
mesure ou` elle est obtenue en conside´rant que tous les dipoˆles ont la meˆme amplitude et
la meˆme phase que le laser incident au facteur de propagation pre`s. Aﬁn de faire cette
approximation il faut donc eﬀectuer le changement de variable :
βj = β˜je
ik0.rj (4.12)
ce qui permet de s’aﬀranchir du de´phasage impose´ par le champ incident et de re´e´crire
les e´quations sur les dipoˆles couple´s (eq. (4.1)) telles que :(
i∆0 − Γ0
2
)
β˜j − iΩ0
2
+ i
Γ0
2
∑
m 6=j
β˜me
ik0.(rm−rj)
eik0|rj−rm|
k0|rj − rm| = 0. (4.13)
En sommant le syste`me d’e´quations pre´ce´dent il est possible [173] d’obtenir une amplitude
moyenne β˜TD des dipoˆles telle que :
β˜TD ≡ 〈β˜j〉 = 1
N
∑
j
β˜j =
Ω0
2(∆0 −∆c) + iΓc . (4.14)
Dans l’e´quation pre´ce´dente, le terme ∆c correspondant a` un de´placement radiatif collectif,
et le terme Γc a` un e´largissement spectral collectif peuvent eˆtre explicite´s tels [51] que :
Γc = Γ0
(
1 +
1
N
∑
m
∑
j 6=m
sin(k0|rj − rm|)
k0|rj − rm| e
−ik0.(rm−rj)
)
= NsN (4.15)
∆c = − Γ0
2N
(∑
m
∑
j 6=m
cos(k0|rj − rm|)
k0|rj − rm| e
−ik0.(rm−rj)
)
. (4.16)
On retrouve bien que le de´placement en e´nergie collectif est relie´ a` la partie re´elle ℜ(g(r))
du potentiel d’interaction du Hamiltonien eﬀectif (eq. (2.90)) et que l’e´largissement col-
lectif est relie´ a` sa partie imaginaire ℑ(g(r)). Il a e´te´ montre´ que l’expression associe´e
au de´placement en e´nergie collectif (eq. (4.16)), moyenne´e sur les conﬁgurations spatiales
atomiques, e´tait relie´e au de´placement de Lamb collectif qui se comporte comme une
fonction de la densite´ spatiale du syste`me 〈∆c〉 ∝ ρλ3 [174][12]. Comme nous conside´rons
des nuages dilue´s dont la densite´ spatiale est tre`s faible (ρλ3 ≪ 1), nous nous permet-
tons de mettre a` la main ∆c = 0 ne´gligeant par conse´quent les eﬀets physiques relie´s au
de´placement de Lamb collectif.
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En suivant les re´fe´rences [45][51] il est possible de se servir des e´quations (4.9) et (4.9)
en re´injectant l’expression obtenue pour l’amplitude moyenne des dipoˆles β˜TD (eq. (4.14))
aﬁn d’obtenir une expression de la force collective applique´e au centre de masse du nuage
telle que :
Fc = ~k0Γ0
NΩ20
4∆20 +N
2Γ20s
2
N
(sN − fN) (4.17)
ou` sN et fN sont deux quantite´s relie´es au facteur de structure SN(k) = (1/N)
N∑
j=1
exp(−i(k−
k0).rj) telles que :
sN =
1
4π
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
dθ sin θ|SN(k, θ, φ)|2 (4.18)
fN =
1
4π
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
dθ sin θ cos θ|SN(k, θ, φ)|2. (4.19)
Pour un atome inde´pendant (N = 1), la quantite´ fN se moyenne a` 0 et la quantite´ sN a` 1.
On retrouve bien par l’e´quation (4.17) l’expression connue pour la pression de radiation :
F1 = ~k0Γ0
Ω20
4∆20 + Γ
2
0
. (4.20)
En faisant la moyenne sur les conﬁgurations, c’est a` dire en remplac¸ant la somme
discre`te sur les amplitude des dipoˆles par une inte´grale continue
∑
i
→
∫
V
drn(r) dans
l’hypothe`se d’une distribution en densite´ gaussienne isotrope (n(r) = exp(−r2/2σ2r)) et
en utilisant la de´ﬁnition de l’e´paisseur optique a` re´sonance au centre du nuage b0 =∫
dzn(0, 0, z) = 3N/(k0σr)
2 on peut re´exprimer les quantite´s sN et fN de´ﬁnies aux e´qua-
tions (4.18) et (4.19). Dans cette approximation ces deux quantite´s peuvent se re´e´crire
sous la forme sN → s∞ ≈ 1/4(k0σr)2 et fN → f∞ ≈ s∞ − 2s2∞ [45] on trouve e´galement
que Ns∞ = b0/12 ce qui permet d’exprimer le rapport entre la force coope´rative Fc (eq.
(4.17)) et celle ressentie par un atome inde´pendant tel que :
Fc,∞
F1
=
4∆20 + Γ
2
0
4∆20 + (
b0
12
)2Γ20
b0
24(kσr)2
. (4.21)
Il est a` remarquer que lorsque l’on remplace la somme discre`te sur les dipoˆles par une
inte´grale continue, on s’aﬀranchit de la granularite´ du syste`me ne´gligeant ainsi les correc-
tions lie´es a` cette dernie`re lorsque l’on conside`re un tre`s petit nombre d’atomes pour un
milieu dilue´. En eﬀet une analyse rapide de l’expression donne´e par l’e´quation (4.21) nous
montre que lorsque l’e´paisseur optique devient ne´gligeable b0 → 0 le rapport Fc,∞/F1 tend
e´galement vers une valeur nulle ce qui nous montre que la limite de l’atome inde´pendant
donne´e par F1 n’est pas retrouve´e. Pour e´viter ce proble`me, il faut tenir compote de la
correction :
sN ≈ 1
N
+ s∞ (4.22)
ou` le premier terme correspond a` la diﬀusion par un seul atome alors que le second prend
en compte les eﬀets d’interfe´rences entre les champs diﬀuse´s par plusieurs atomes [28]. Il
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a e´te´ montre´ e´galement que les corrections sur f∞ e´taient ne´gligeable permettant d’e´crire
fN ≈ f∞. Tenant compte de cette correction on peut re´e´crire le rapport Fc/F1 entre la
force coope´rative et celui de la force ressentie par un atome inde´pendant tel que :
Fc
F1
=
4∆20 + Γ
2
0
4∆20 + (1 +
b0
12
)2Γ20
(
1 +
b0
24(kσr)2
)
(4.23)
Les nuages que nous conside´rerons au cours de nos expe´riences ont pour taille typique
σr ≃ 500µm ce qui aura pour conse´quence que l’on puisse ne´gliger le dernier terme de
l’e´quation (4.23) et ne conside´rer seulement que l’expression :
Fc
F1
=
4∆20 + Γ
2
0
4∆20 + (1 +
b0
12
)2Γ20
(4.24)
On remarque donc que la force coope´rative aura une de´pendance lorentzienne en e´pais-
seur optique b0. Il est important de remarquer que les expressions de´rive´es pre´ce´demment
ont e´te´ obtenus dans la limite des syste`mes dont la taille est supe´rieure a` la longueur
d’onde (L ≫ λ) dans le cas d’une distribution en densite´ spatiale n(r) isotrope. Les for-
mules ge´ne´rales concernant les distributions gaussiennes quelles que soient leurs ratios
d’aspect ont e´te´ obtenues dans la re´fe´rence [45]. Enﬁn il est utile de remarquer qu’au
meˆme titre que l’expression de la pression de radiation pour un seul atome, la force col-
lective Fc est e´galement syme´trique par rapport a` la transition atomique ∆0 = 0Γ0 pour
les de´saccords dans le bleu (∆0 > 0Γ0) et ceux dans le rouge (∆0 < 0Γ0).
1.3 Mode`le incohe´rent.
Le mode`le que l’on qualiﬁe d’incohe´rent est relie´ aux Equations de Transfer Radiatif,
souvent utiles pour de´crire le re´gime de diﬀusion multiple, ne tient pas compte quant a` lui
des eﬀets d’interfe´rences que ce soit dans le re´gime de diﬀusion simple ou multiple. En eﬀet
une hypothe`se faite, souvent valide [9][175], est qu’un photon subissant un grand nombre
d’e´ve`nements de diﬀusion par les diﬀuseurs place´s de manie`re ale´atoire dans un milieu op-
tiquement e´pais, perd sa cohe´rence de phase. Dans certains cas ; cette perte de cohe´rence
dans la phase du photon a pour conse´quences une minimisation des eﬀets d’interfe´rences
entre les diﬀe´rents diagrammes de diﬀusion rendant les proprie´te´s des transports quasi-
ment inde´pendantes de la nature ondulatoire du photon ou de la structure interne des
diﬀuseurs. Il est donc possible de croire que dans le re´gime de diﬀusion multiple les solu-
tions ”Many Body” ne soient plus valides et que la dynamique du syste`me se rapproche
des comportements donne´s par le mode`le incohe´rent.
Dans ce mode`le le photon est assimile´ a` une particule eﬀectuant une marche au hasard
avec une probabilite´ d’eˆtre diﬀuse´ de manie`re isotrope apre`s une distance parcourue e´qui-
valente au libre parcours moyen de diﬀusion lsc = 1/n(r)σ0 avec n(r) une distribution en
densite´ gaussienne telle que :
n(r) = n0e
− r
2
2σr , (4.25)
Au bout d’un certain nombre d’e´ve`nements de diﬀusions le photon sort du syste`me et en
retenant sa direction de sortie (θi, φi) nous sommes en mesure de calculer le diagramme
d’e´mission du syste`me lorsqu’un grand nombre de photons Nγ ≫ 1 est pris en compte. A
partir de ce diagramme d’e´mission S(θ, φ) il est possible de remonter a` la force applique´e
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au centre de masse du syste`me. En eﬀet un photon incident va transmettre une impulsion
~k0/m au centre de masse du syste`me dans sa direction de propagation initiale (selon
l’axe zˆ) et va transmettre une autre impulsion de meˆme norme au centre de masse du
syste`me selon sa direction de sortie (θ, φ). Il est a` noter que nous conside´rons uniquement
des processus de diﬀusions e´lastiques.
Aﬁn de calculer la force applique´e au centre de masse du syste`me par le ﬂux incident
de photons, il s’agit de connaitre la de´pendance en e´paisseur optique b(∆0) de la force
ressentie par chaque atomes dans le nuage exprime´e telle que :
F
(RTE)
z
F1
=
σRTE
Nσ(∆0)
〈1− cosθ〉i. (4.26)
qui est l’analogue de l’e´quation (4.9). 3 Ici le terme F1 est la force applique´e a` un atome
unique, dont le diagramme de rayonnement est isotrope, avec lequel nous avons e´change´
Nγ photons, σ
RTE est la section eﬃcace d’extinction macroscopique et σ(∆0) est la section
eﬃcace de diﬀusion exprime´e pour le cas scalaire telle que :
σ(∆0) =
σ
(s)
0
1 + 4
(
∆0
Γ0
)2 (4.27)
ou` σ
(s)
0 posse`de la meˆme de´ﬁnition qu’a` l’e´quation (2.52). On remarque que l’expression
de la force, donne´e a` l’e´quation (4.26), est le produit de deux termes. Le premier terme
correspond a` la section eﬃcace totale d’extinction et le second a` un bilan d’impulsion, relie´
au diagramme d’e´mission obtenus nume´riquement. Pour ce dernier, en faisant l’hypothe`se
d’une invariance par rotation autour de l’axe zˆ selon lequel se propagent initialement les
photons (invariance par rotation selon ), on peut donc obtenir par un bilan d’impulsion
son expression telle que :
〈1− cosθ〉i = 1− 1
Nγ
Nγ∑
i=1
cos θi. (4.28)
Dans l’expression donne´e a` l’e´quation (4.28), le ”1” provient du transfert d’impulsion lie´
a` l’absorption des photons incidents par le syste`me et le second terme provient du trans-
fert d’impulsion lie´ a` l’e´mission de ces photons. Dans le cas d’un diagramme d’e´mission
isotrope, le deuxie`me terme de l’e´quation (4.28) se moyenne a` 0 et on retrouve bien que
F (RTE)z suit le comportement pre´vu pour un atome unique.
La relation entre le premier terme et l’e´paisseur optique b(∆0) est plus subtile a` expli-
citer et a e´te´ obtenue par M. T. Rouabah et N. Piovella 4. En eﬀet le nombre d’atomes N
et le de´saccord du faisceau ∆0 ne sont pas des parame`tres controˆle´s de manie`re explicite
dans les simulations pour le mode`le incohe´rent. Cependant il est possible de relier le terme
σ(RTE)/Nσ(∆0) a` l’e´cart type de la distribution en densite´ gaussienne σr et l’e´paisseur
optique b(∆0). En eﬀet il est possible d’exprimer la section eﬃcace macroscopique de
3. Bien e´videmment le nombre d’atomes N et le de´saccord ∆0 ne sont pas des parame`tres controˆle´s de
manie`re explicite pour les simulations nume´riques nous permettant d’obtenir le diagramme d’e´mission.
4. Pour plus de de´tails sur ce calcul, le lecteur est invite´ a` consulter la the`se de M. T. Rouabah a`
paraitre tre`s prochainement.
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Figure 4.1 – Evolution du facteur de normalisation h(b(∆0)) en fonction de l’e´paisseur
optique b(∆0) du syste`me. On remarque que ce facteur est toujours infe´rieur a` 1 quelle
que soit l’e´paisseur optique conside´re´e.
diﬀusion 5 telle que :
σRTE = 2π
∫ ∞
0
dr r
[
1− exp
(
−b(∆0)e−
r2
2σ2r
)]
. (4.29)
En conside´rant l’e´quation pre´ce´dente on remarque bien que lorsque l’e´paisseur optique ou
encore que l’e´cart type de la distribution gaussienne en densite´ tendent vers 0 la section
eﬃcace totale d’extinction devient nulle. Par un changement de variable adapte´ on peut
au ﬁnal re´e´crire le premier terme de l’e´quation (4.26) comme :
σRTE
Nσ(∆0)
=
1
b(∆0)
∫ b(∆0)
0
dy
1− e−y
y
. (4.30)
L’inte´grale dans l’e´quation (4.30) peut se re´e´crire a` l’aide des primitives des fonctions
exponentielles ce qui nous permet de re´e´crire l’e´quation (4.26) sous la forme :
F
(RTE)
z
F1
=
1
b(∆0)
〈1− cosθ〉i[CE + ln(b(∆0))− Ei(−b(∆0))] (4.31)
= h(b(∆0))〈1− cosθ〉i, (4.32)
5. En re´alite´, la quantite´ pertinente pour renormaliser la force est la section efficace totale d’extinction
σext. Mais dans la situation que nous conside´rons la section efficace macroscopique d’absorption est nulle
car nous ne tenons compte que des processus de diffusion e´lastique. On peut donc poser :
σRTEabs = σ
RTE
ext
141 INLN-Institut Non Line´aire de Nice
CHAPITRE 4. ETUDE EXPE´RIMENTALE DES EFFETS COOPE´RATIFS.
ou` CE = 0.577215664 est la constante d’Euler et Ei(−b(∆0)) est la fonction exponentielle
inte´grale. On remarque facilement que l’expression de la force pour le mode`le incohe´rent
donne´e a` l’e´quation (4.32) ne de´pend uniquement que du facteur d’anisotropie relie´ au
diagramme d’e´mission et de l’e´paisseur optique b(∆0). La ﬁgure 4.1 nous montre l’e´volu-
tion du facteur de normalisation en fonction de l’e´paisseur optique b(∆0). On remarque
que cette quantite´ est toujours infe´rieure a` l’unite´ quelle que soit l’e´paisseur optique consi-
de´re´e ce qui aura pour conse´quences de re´duire la force applique´e au centre de masse du
syste`me par le ﬂux de photons incidents lorsque l’on conside`rera des milieux optiquement
e´pais.
1.4 Diffusion de Mie et effets Coope´ratifs.
Il est aussi possible de s’aﬀranchir de la complexite´ lie´e a` la granularite´ du syste`me
et de conside´rer un milieu continu d’indice n et de retrouver la limite classique des eﬀets
coope´ratifs [168]. En eﬀet, la the´orie de Mie est une des solutions aux e´quations de Maxwell
pour la diﬀusion d’ondes e´lectromagne´tiques par des objet sphe´riques dont la taille est
non ne´gligeable devant la longueur d’onde du faisceau incident. Pour cette approche le
nuage, compose´ de plusieurs dipoˆles couple´s entre eux via le champ e´lectromagne´tique,
est assimile´ a` un seul objet macroscopique caracte´rise´ par une polarisabilite´ complexe.
Dans la re´fe´rence [168] il a e´te´ montre´ que dans la limite des tre`s grand de´saccords
∆0 ≫ 1 pour un syste`me contenant un tre`s grand nombre d’atomes N ≫ 1, le mode`le
nomme´ ”Partial Wave Expansion”, base´ sur la the´orie de la diﬀusion de Mie, pouvait
rejoindre les re´sultats obtenus avec les solutions Many Body des N dipoˆles couple´s. Il a
e´te´ montre´ que lorsque le de´phasage φ du faisceau incident lors de son passage a` travers
syste`me par le centre de ce dernier est tel que :
φ ≈ −2
3
b0∆0/Γ0
1 + 4
(
∆0
Γ0
)2 (4.33)
il e´tait possible d’observer des oscillations dans la force applique´e au centre de masse du
syste`me caracte´ristiques des re´sonances de Mie. Cependant cette e´quivalence n’a pu eˆtre
extrapole´e pour des faibles de´saccords de quelques MHz. C’est pourquoi une de nos mo-
tivations initiale a` l’e´tude syste´matique des eﬀets coope´ratif pour des de´saccords positifs
(∆0 > 0Γ0) et ne´gatifs (∆0 < 0Γ0) de manie`re syme´trique par rapport a` la transition
atomique e´tait l’observation sans succe`s jusqu’a` pre´sent de ces re´sonances de Mie pour
des faibles de´saccords.
1.5 Discussions sur les pertinences des diffe´rents mode`les.
Aﬁn de comparer nos re´sultats expe´rimentaux aux pre´dictions the´oriques donne´es par
les diﬀe´rents mode`les, plusieurs approches nume´riques sont utilise´es aﬁn de calculer l’in-
tensite´ diﬀuse´e et ensuite la force moyenne applique´e au centre de masse du nuage. Pour
l’approche Times Dicke nume´rique et l’approche Many Body, pour une conﬁguration spa-
tiale du de´sordre donne´e on connaˆıt la taille du syste`me et le nombre d’atomes qu’il
contient ce qui nous permet d’avoir une information sur sa densite´ spatiale de diﬀuseurs
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ρλ3 et son e´paisseur optique a` re´sonance au centre du nuage :
b0 =
∫
dz n(0, 0, z) =
3N
k0σr
(4.34)
ou` l’e´paisseur optique est ici exprime´e pour une distribution de densite´ spatiale gaussienne.
Connaissant les positions des dipoˆles, dont les amplitudes complexes sont repre´sente´es
par βj, et connaissant la pulsation de Rabi du champ incident il est possible d’obtenir
nume´riquement les amplitudes complexes des dipoˆles a` partir des e´quations (4.1) et (4.13)
en les e´crivant sous forme matricielle dans le re´gime stationnaire (β˙i = 0) telle que :
i
Ω0
2
eik0.r =Mβ ⇔ β =M−1iΩ0
2
eik0.r (4.35)
et en s’aidant des expressions obtenues pour l’intensite´ diﬀuse´es Is(θ, φ) de calculer nu-
me´riquement la force moyenne applique´e au centre de masse du nuage le long de l’axe de
propagation du faisceau incident.
Les simulations concernant le mode`le incohe´rent ont e´te´ re´alise´es par J. Chabe´. Pour
ce mode`le nous conside´rons un faisceau incident de particules (ﬂux de Nγ photons) sur
le syste`me de´crit par une distribution en densite´ gaussienne n(r). La taille du faisceau
incident (largeur de zone Lφ sur laquelle se propagent les photons) est re´gle´e de manie`re
a` ce qu’elle soit plus grande que l’e´cart type de la distribution gaussienne (Lphi > σr)
aﬁn de pouvoir assimiler ce ﬂux incident a` une onde plane. Apre`s que chaque photon
ait eﬀectue´ une marche au hasard dans le syste`me nous retenons la direction (θ, φ) vers
laquelle le photon sort du syste`me ce qui nous permet de calculer nume´riquement le
diagramme d’e´mission (ou de manie`re e´quivalente l’intensite´ diﬀuse´e). A partir de ce
diagramme d’e´mission il nous est donc possible de calculer la modiﬁcation de la force
moyenne applique´e au centre de masse du nuage relie´e au facteur d’anisotropie (eq. (4.28)).
Dans les simulations, l’e´paisseur optique du syste`me est calcule´e a` poste´riori en gardant la
meˆme distribution spatiale en densite´ et le meˆme nombre de photon Nγ mais en utilisant
cette fois ci un faisceau de taille inﬁniment petite passant par le centre de la distribution.
L’e´paisseur optique b(∆0) est ensuite calcule´e a` partir du rapport T entre le nombre de
photons N (0)γ transmis a` travers le nuage et n’ayant subi aucun e´ve`nement de diﬀusion et
le nombre total de photon Nγ telle que :
b(∆0) = − ln
(
N
(0)
γ
Nγ
)
= − ln(T ), (4.36)
et va nous permettre de renormaliser a` l’aide de l’e´quation (4.30) le premier terme de la
force moyenne applique´e au centre de masse du nuage obtenue a` partir du diagramme
d’e´mission.
La ﬁgure 4.2 nous montre les diagrammes d’e´missions obtenus nume´riquement pour les
trois mode`les : le Many Body (courbe bleue), l’approximation Timed Dicke (courbe verte)
et le mode`le incohe´rent (courbe noir), pour un syste`me d’e´paisseur optique a` re´sonance
au centre b0 = 10 d’e´cart type k0σr = 20. Pour les calculs concernant le mode`le incohe´rent
13000 photons ont e´te´ conside´re´s et pour ceux concernant la solution Many Body et l’ap-
proximation Timed Dicke N = 1300 atomes ont e´te´ conside´re´s pour 200 conﬁgurations
spatiales. A la diﬀe´rence des re´sultats obtenus avec les solutions Many Body et l’approxi-
mation Timed Dicke, le mode`le incohe´rent ne montre de pas de lobe vers l’avant. Son
diagramme de rayonnement est presque isotrope avec une le´ge`re surintensite´ vers l’arrie`re
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Figure 4.2 – Diagramme d’e´mission obtenus nume´riquement a` partir des solutions Many
Body (courbe bleu), de l’approximation Timed Dicke (courbe verte) et du mode`le inco-
he´rent (courbe noire) pour un nuage de taille typique k0σr = 20 et une e´paisseur optique
a` re´sonance au centre du nuage b0 = 10. Le faisceau incident est de tre`s faible intensite´
(Ω0 = 0.01) et son de´saccord est nul (∆0 = 0Γ0). A l’inverse des re´sultats obtenus avec les
solutions Many Body et Timed Dicke, le diagramme d’e´mission obtenus a` partir du mo-
de`le incohe´rent ne pre´sente pas de lobe vers l’avant et est plutoˆt isotrope avec une le´ge`re
surintensite´ vers l’arrie`re (dans la direction ou` le faisceau incident arrive). Les diagrammes
de rayonnement obtenus avec les solutions Many Body et l’approximation Timed Dicke
pre´sentent quant a` eux tous les deux un lobe vers l’avant dont l’amplitude est sensible-
ment la meˆme dans les deux cas. Cependant conside´rant une situation dans le re´gime de
diﬀusion multiple b0 = b(∆0) = 10 ≫ 1, on remarque que l’approximation Timed Dicke
ne pre´sente pas de coˆne vers l’arrie`re, associe´ au Coˆne de Re´trodiﬀusion Cohe´rente et qui
est un eﬀet cohe´rent survivant dans le re´gime de diﬀusion multiple, ce qui nous montre
l’inexactitude de ce mode`le lorsque le photon subi plus d’un e´ve`nement de diﬀusion.
(dans la direction ou` arrive le faisceau incident). Les diagrammes obtenus avec la solu-
tion Many Body et l’approximation Timed Dicke pre´sentent quant a` eux un lobe oriente´
vers l’avant ayant les meˆmes amplitudes dans les deux cas. Cependant on remarque que
le diagramme d’e´mission obtenu avec la solution Timed Dicke ne pre´sente pas de Coˆne
de Re´trodiﬀusion Cohe´rente [38, 39], qui est un eﬀet de cohe´rence survivant dans le re´-
gie de diﬀusion multiple, ce qui repre´sente bien l’inexactitude de ce dernier mode`le de
l’approximation dans le re´gime de diﬀusion multiple.
2 Dispositif expe´rimental.
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Figure 4.3 – Repre´sentation sche´matique du dispositif expe´rimental utilise´ aﬁn de re-
froidir et pie´ger les atomes de Rubidium 87. Les six faisceaux Refroidisseurs, servant a`
ralentir les atomes et repre´sente´s en rouge, sont polarise´s circulairement et de´saccorde´s
dans le rouge avec un de´saccord typique de −3Γ0. Les deux faisceaux Repompeur, ser-
vant a` maintenir les atomes dans l’e´tat F = 2 pendant la phase de chargement du pie`ge
et repre´sente´s en orange, sont e´galement polarise´s circulairement. Le gradient de champ
magne´tique (quadrupolaire) est ge´ne´re´ par une paire de bobines en conﬁgurations anti
Helmholtz. Tous les faisceaux (Refroidisseur et Repompeur) sont aligne´s sur le 0 de gra-
dient de champ magne´tique conside´re´ comme le centre du pie`ge.
Le dispositif expe´rimental dont nous disposons aﬁn de de´tecter les eﬀets coope´ratif
de type superradiance est un Pie`ge Magne´to Optique (Magneto Optical Trap - MOT)
dont l’ide´e originale a e´te´ propose´e par J. Dalibard et les principes de fonctionnement
bien connus depuis les anne´es 90 [176][177]. Dans cette partie nous ne traiterons que des
spe´ciﬁcite´s de notre expe´rience nous permettant d’atteindre de tre`s grandes e´paisseurs
optiques (b0 > 100) bien que lors de la pre´sentation des re´sultats les e´paisseurs optique
maximales que nous conside´rerons seront de l’ordre de b0 = 50.
2.1 Le Pie`ge Magne´to Optique.
L’espe`ce atomique que nous utilisons dans notre Pie`ge Magne´to Optique est du Rubi-
dium 87 (87Rb), un isotope du Rubidium, que nous chargeons a` partir d’une vapeur ato-
mique a` tempe´rature ambiante aﬁn de refroidir les atomes a` des tempe´ratures de l’ordre
de quelque dizaines de micro Kelvins (typiquement entre 30 et 100µK). Aﬁn de ralentir
les atomes nous nous servons de leur structure hyperﬁne plus pre´cise´ment de la transition
cyclante F = 2→ F ′ = 3, qui appartient a` la raie D2 du rubidium. La tre`s grande taille
des waist (w ≃ 280mm) des faisceaux laser nous permettent de capturer un tre`s grand
nombre d’atome au centre de la cellule a` vide, l’interaction matie`re-lumie`re cre´ant des
forces dissipatives agissant comme une force de friction visqueuse, les atomes allant le
plus rapidement e´tant ceux qui sont les plus ralentis (refroidissement Doppler) [178]. Le
conﬁnement des atomes est obtenu quant a` lui graˆce a` un gradient de champ magne´tique,
ge´ne´re´ par des bobines en conﬁguration anti-Helmholtz, permettant de briser l’invariance
par translation et ramenant ainsi les atomes au centre du pie`ge.
Comme nous l’avons dit pre´ce´demment pour refroidir la vapeur atomique le laser prin-
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cipal, qui est une DFB de la marque Toptica, est accorde´ de manie`re a` eˆtre re´sonant avec
la transition hyperﬁne F = 2 → F ′ = 3, suivant la re`gle de se´lection F → F ′, F ′ ± 1 les
atomes dans F ′ = 3 se de´sexcitent pour revenir dans l’e´tat F = 2. Cependant la probabi-
lite´ qu’un atome diﬀuse sur la raie F ′ = 2 est non nulle ce qui a pour conse´quence que les
atomes ont une probabilite´ non nulle de se retrouver dans l’e´tat F = 1 (le rapport de bran-
chement entre F ′ = 2 vers F = 1 et F = 2 est aux alentours de 1/2 et 1/2). Il nous faut
donc utiliser un deuxie`me laser Repompeur, accorde´ sur la transition F = 1 → F ′ = 2,
aﬁn de ne pas perdre ces atomes. Contrairement aux faisceaux nous servant a` refroidir
les atomes qui sont contra propageant selon les trois directions de l’espace (une verticale
et deux horizontales), le Repompeur est aussi contra propageant mais selon une seule
direction horizontale de l’espace (ﬁgure 4.3).
La ﬁgure 4.3 montre une repre´sentation sche´matique du dispositif expe´rimental du
pie`ge avec les polarisations des bobines servant a` cre´er le gradient de champ magne´tique
et les polarisations des diﬀe´rents faisceaux servant a` refroidir ou a` maintenir les atomes
dans l’e´tat F = 2.
Description de la cellule a` vide et du syste`me LIAD.
Aﬁn de ne pas eˆtre perturbe´ par l’environnement exte´rieur, le nuage d’atomes est charge´
a` l’inte´rieur d’une cellule cubique en quartz de type Hellma de 10cm d’arreˆte ou` re`gne
un vide tre`s pousse´. Ne disposant pas d’appareil de mesure pour avoir une information
sur cette pression de manie`re pre´cise on peut tout de meˆme avoir une ide´e de la pression
a` l’inte´rieur de la cellule en conside´rant le temps de chargement du mot (environ ≃ 1s)
ce qui correspond a` peu pre`s a` une pression de l’ordre de 10−8mbar [179]. Cette valeur a
e´volue´ au cours des deux dernie`res anne´es passant de 30s, ce qui correspond a` un vide a`
10−9mbar, pour passer a` 1s car la vanne du re´servoir du rubidium a e´te´ ouverte aﬁn de
disposer de plus d’atomes dans la vapeur chaude, compose´e d’un me´lange de Rubidium
85 et Rubidium 87, a` l’inte´rieur de la cellule pour eˆtre capable d’atteindre des e´paisseurs
optiques b0 plus e´leve´es. Aﬁn de maintenir un vide e´leve´ dans la cellule nous utilisons une
pompe ionique Varian VacIon 20 Plus d’un de´bit de 27L/s.
Nous utilisons e´galement une technique nomme´e LIAD (Light Induced Atom Desorp-
tion) qui est base´e sur une de´sorption d’atomes par les parois qui est similaire a` l’eﬀet
photoe´lectrique : un atome absorbant un photon est e´jecte´ des parois et retourne vers le
centre de la cellule. Cependant nous utiliserons tre`s peu ce type de technique au cours
de nos campagne de mesures car le changement de pression a` l’inte´rieur de la cellule re´-
sultant de l’utilisation de cette technique n’est pas encore totalement sous controˆle et en
ouvrant le´ge`rement la vanne du re´servoir de Rubidium il nous a e´te´ possible d’atteindre
des e´paisseurs optiques e´quivalentes (bien qu’avec un vide le´ge`rement moins pousse´) avec
une pression constante pendant toute la dure´e du cycle a` l’inte´rieur de la cellule.
Champ magne´tique et dispositif d’alimentation des bobines.
Le gradient de champ magne´tique est cre´e´ a` partir de deux bobines en conﬁgurations
anti Helmholtz. Elles sont alimente´es par une alimentation par de´coupage TDK-Lambda
pouvant de´biter au maximum 30V ou 25A. L’alimentation est ajustables manuellement de
telle sorte a` ce qu’elle de´bite environs 4A dans les bobines, qui sont place´es verticalement
et dont le diame`tre est de 26cm, ce qui donne un gradient vertical de champ magne´tique
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Figure 4.4 – Niveaux d’e´nergie de la raie D2 du rubidium 87 (87Rb) illustrant les transi-
tions sur lesquelles sont accorde´es le faisceau servant a` refroidir les atomes et le faisceau
servant a` repomper les atomes dans l’e´tat F = 2. Le faisceau servant a` refroidir les atomes
(en rouge sur la ﬁgure) est accorde´ sur la transition hyperﬁne F = 2→ F ′ = 3 et le fais-
ceau du Repompeur servant a` maintenir les atomes dans l’e´tat F = 2 est accorde´ sur la
transition hyperﬁne F = 1→ F ′ = 2.
d’environs 12G.cm−1 au centre de la cellule. Aﬁn de compenser le champ magne´tique
terrestre on utilise trois autres bobines de compensation selon les trois directions (une
verticale et deux horizontales).
Informations supple´mentaires sur le dispositif laser MOT et Repompeur.
Comme nous l’avons e´nonce´ pre´ce´demment aﬁn de refroidir ou de repomper les atomes
de Rubidium 87, nous utilisons deux DFB Toptica accordables sur la raie D2. Les deux
diodes ont une puissance ope´rationnelle de 80mW environs pour un courant d’alimentation
de 120mA. Ce dispositif simple a` imple´menter sur une expe´rience d’atomes froids posse`de
certains avantages et inconve´nients compare´s aux dispositifs utilisant des diodes monte´es
sur des cavite´s externes e´tendues [180]. Tous d’abord les DFB sont accordables sans saut
de modes sur des gammes de fre´quences de plusieurs Giga Hertz ce qui permet d’en
faire de tre`s bons e´le´ments de base pour des pie`ges dipolaires peu de´saccorde´s ou bien
meˆme des faisceaux servant a` charger ou repomper un MOT. Cependant a` l’inverse des
diodes monte´e sur de cavite´s externes e´tendues [181], la largeur spectrale d’une DFB est
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Figure 4.5 – Figure de gauche : Illustration de la disposition spatiale des Modulateurs
Acousto Optiques qui servent a` couper les faisceaux Refroidisseurs et sonde. Figure de
droite : Conﬁguration des diﬀe´rentes fre´quences centrale de porteuse des signaux Radio
Fre´quences pour les Modulateur Acousto-Optiques (AOM) simples passages, servant a`
couper les faisceaux sondes (ﬂe`ches bleue et verte) et les faisceau servant a` refroidir les
atomes (ﬂe`che rouge). Les de´saccords de ces trois faisceaux sont controˆle´s par le double
passage situe´ avant l’ampliﬁcateur laser a` semi-conducteur (MOPA). On peut donc remar-
quer que par rapport au ’ze´ro’ (de´saccord nul) du faisceau servant a` refroidir les atomes,
les de´saccords des faisceaux sondes se situes respectivement a` −1.1Γ0 pour celui nous
servant a` l’imagerie d’absorption et +2.1Γ0 pour celui nous servant aux expe´riences de
coope´rativite´.
d’environ 3MHz ce qui correspond a` la moitie´ de la largeur naturelle de l’e´tat excite´ pour
un atome unique (Γ0/2π = 6MHz) ce qui n’est pas d’une pre´cision optimale pour s’en
servir dans l’e´laboration d’un faisceau sonde (dont la largeur spectrale doit eˆtre en the´orie
bien infe´rieure a` la largeur naturelle de l’e´tat excite´).
En sortie de chaque diode des isolateurs optiques Isowave a` −40dB ont e´te´ place´s
aﬁn d’e´viter au maximum les eﬀet de re´troaction cause´s par le retour d’une partie du
faisceau ou d’une re´ﬂexion parasite, qui peut avoir comme conse´quence des instabilite´
dans la fre´quence du laser ou dans son intensite´ et qui peut meˆme endommager de manie`re
irre´versible la DFB.
Aﬁn de maintenir les fre´quences des lasers sur les transitions atomiques F = 2→ F ′ = 3
pour le laser MOT et F = 1→ F ′ = 2 pour le laser Repompeur, nous utilisons une syste`me
Proportionnel Inte´grateur De´rivateur aﬁn d’asservir a` l’aide d’un syste`me de spectroscopie
par absorption sature´e les fre´quences des DFB sur les croisements F = 1→ F ′ = 1/2 pour
le Repompeur et F = 2 → F ′ = 2/3 pour le laser MOT. Pour le laser MOT, le syste`me
utilise´ aﬁn de pouvoir controˆler sa fre´quence est un Modulateur Acousto-Optique (AOM)
de la marque Gooch & Housego de type 3110−120 en conﬁguration double passage, injecte´
deux fois dans l’ordre +1 et dont la fre´quence de la porteuse de la Radio Fre´quence (RF) se
trouve a` 99.5MHz. Le croisement F = 2→ F ′ = 2/3 se situant a` 133MHz de la transition
F = 2 → F ′ = 3, aﬁn d’eˆtre a` re´sonance, la fre´quence de l’AOM simple passage (AOM
de meˆme re´fe´rence que celui utilise´ pour le double passage) qui sert a` couper le faisceau
MOT, est a` 66MHz. Aﬁn de ne pas perdre de puissance inutilement nous avons choisis de
controˆler les fre´quences des faisceaux sondes a` partir du Double passage du laser MOT en
re´utilisant l’ordre 0 du simple passage pour injecter l’AOM qui nous servira a` allumer le
faisceau sonde pour l’imagerie d’absorption et celui qui nous servira a` faire la sonde pour
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Figure 4.6 – Mesure de l’e´paisseur optique b(∆0) au centre du nuage en fonction du
de´saccord du faisceau sonde nous servant a` faire les expe´riences de coope´rativite´. Cette
courbe a e´te´ obtenue avec le syste`me d’imagerie d’absorption que nous allons de´crire a` la
section suivante et nous permet de connaitre avec pre´cision ou` se trouve la fre´quence de
re´sonnance du faisceau sonde. L’ajustement lorentzien nous donne une largeur de 1.3Γ0
ce qui est cohe´rent avec la largeur spectrale de la DFB.
les expe´riences de sous radiance, qui sera de´veloppe´ au prochain chapitre.
La ﬁgure 4.5 nous pre´sente une illustration (ﬁgure de gauche) de la disposition spatiale
des Modulateurs Acousto-Optique que nous utilisons aﬁn de couper le faisceau servant
a` refroidir les atomes ou les deux faisceaux sondes et un sche´ma (ﬁgure de droite) de la
conﬁguration des diﬀe´rentes fre´quences des signaux Radio Fre´quences (RF) pilotant les
Modulateur Acousto-Optiques Simples passages. Tout comme le de´saccord des faisceaux
servant a` refroidir les atomes, les de´saccords des deux faisceaux sondes sont controˆle´s a`
partir du meˆme Modulateur Acousto-Optique en conﬁguration double passage. Ce dis-
positif d’une tre`s grande simplicite´ a` imple´menter a pour avantage de re´duire les pertes
de puissance optique car l’ordre 0 des Modulateur Acousto-Optique est re´utilise´ pour le
faisceau suivant mais a pour de´savantage que les de´saccords de deux faisceaux ne peuvent
eˆtre modiﬁe´s de manie`re diﬀe´rente simultane´ment. La principale raison a` ce de´calage dans
les fre´quences de Radio Fre´quences de Modulateurs Acousto-Optique est d’augmenter la
plage accessible des de´saccords des diﬀe´rents faisceaux sondes de manie`re inde´pendante.
En eﬀets pour des raison historiques l’imagerie d’absorption se fait dans le rouge (∆0 < 0)
ce qui explique la position de la re´sonance de ce faisceau par rapport a` celle des faisceaux
servant a` refroidir le atomes alors que la fre´quence du Modulateur Acousto-Optique ser-
vant a` pousser ou a` sonder les atomes doit eˆtre plus centre´e sur la transition atomique et
atteindre de manie`re e´gale les de´saccord dans le rouge et dans le bleu. La ﬁgure 4.6 nous
montre une mesure de l’e´paisseur optique du nuage b(∆MOT ) re´alise´e graˆce au dispositif
d’imagerie d’absorption, que nous allons de´crire un peu plus tard dans ce manuscrit, et
illustre bien le de´calage relatif des positions des re´sonances pour les faisceaux sondes (ici le
faisceau sonde que nous avons utilise´ pour les expe´riences de coope´rativite´s) par rapport
a` la position de la re´sonance des faisceaux nous servant a` refroidir les atomes. Ce type
de calibration en fre´quence est capital (que ce soit pour la sonde que nous utilisons pour
l’imagerie d’absorption ou pour celle utilise´e pour les expe´riences sur la coope´rativite´) aﬁn
de s’assurer qu’il n’y a pas de modiﬁcations dans les de´saccords que nous conside´rons. Ici
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Figure 4.7 – Spectre du dispositif laser, mesure´ a` l’aide un analyseur de spectre optique en
sortie du MOPA injecte´ par la DFB. On remarque clairement le mode de la DFB d’une
largeur infe´rieur a` la re´solution spectrale de l’appareil, dominant l’e´mission spontane´e
caracte´rise´e par le pie´destal s’e´talant sur 40nm environs et dont le maximum se situe a`
−60dBm (30dBm en dessous du mode principal de la DFB)
l’ajustement lorentzien nous donne un centre a` ∆MOT = +2.06Γ0 ce qui est cohe´rent avec
les fre´quences centrales des porteuses pour les AOM simple passages et une largeur de
1.3Γ0 ce qui cohe´rent avec la largeur atomique en tenant compte de la largeur de la DFB.
Plus tard dans ce manuscrit lorsque nous e´voquerons les de´saccords re´el du faisceau sonde
par rapport a` la transition atomique nous utiliserons le terme ∆0.
Comme nous l’avons e´nonce´ pre´ce´demment, une des originalite´s principales de notre
expe´rience est de pouvoir obtenir des nuages avec de fortes densite´s optiques (b0 > 100)
en capturant a` l’aide de faisceaux de grande taille (dont la mesure du waist a` 1/e2 est
aux alentours de w = 280mm) un grand nombre d’atomes (N ≃ 109 atomes). Pour cela,
aﬁn que l’intensite´ de chacun des 6 faisceaux soit proche de l’intensite´ de saturation Isat
relie´s a` la transition cyclante F = 2 → F ′ = 3 telle que Isat = 1.6mW.cm−2 (pour un
faisceau polarise´ circulairement dont la fre´quence est proche de la re´sonance atomique)
il nous faut au de´part une grande puissance optique (PMOT > 200mW). Pour cela nous
utilisons un ampliﬁcateur de type MOPA (ampliﬁcateur laser semi-conducteur ou Tappe-
red Ampliﬁer) de la marque Sacher de puissance nominale de 1W, place´ entre le double
passage et le simple passage du faisceau nous servant a` refroidir les atomes (le faisceau
MOT). L’utilisation de ce type de technologie pre´sente certains avantages dans la simpli-
cite´ d’imple´mentation de ces appareils mais un des principal inconve´nients de ce type de
technique est l’apparition d’un pie´destal spectral large de 10nm et situe´ a` −40dBm du
maximum du mode ampliﬁe´ de la DFB. La ﬁgure 4.7 montre pie´destal du MOPA non
ﬁltre´, on remarque clairement qu’il y a des photons issus du coˆne d’e´mission spontane´e
du MOPA sur une plage d’environ 40nm.
2.2 Dispositif d’imagerie.
Aﬁn de mesurer les diﬀe´rentes caracte´ristiques (nombre d’atomes, taille, e´paisseur op-
tique, position du centre de masse,...) de notre nuage d’atomes froids, nous utilisons deux
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technique d’imageries standard qui sont l’imagerie d’Absorption et l’imagerie de Fluores-
cence. La premie`re consiste a` regarder l’ombre du nuage en conside´rant en transmission
le nombre de photons absorbe´s par ce dernier alors que la deuxie`me consiste a` regarder
les photons diﬀuse´s par le nuage d’atomes selon un certain angle solide. Dans cette par-
tie nous e´noncerons brie`vement les principes de ces deux techniques de mesures et leurs
spe´ciﬁcite´s sur notre expe´rience.
2.2.a Imagerie d’absorption.
L’imagerie d’absorption est la technique que nous utilisons aﬁn de connaˆıtre le nombre
d’atomes, l’e´paisseur optique et la densite´ spatiale du nuage. Son principe de fonctionne-
ment se base sur la diﬀusion de manie`re isotrope des photons d’un faisceau quasi re´son-
nant de faible intensite´ (faisceau sonde) ce qui a pour conse´quence un amoindrissement
du nombre de photons transmis dans le sens de propagation du faisceau. Il est donc pos-
sible de calculer l’e´paisseur optique du nuage b(x, y) en mesurant le ratio entre l’intensite´
transmise et l’intensite´ incidente telle que :
b(x, y) = − ln(T (x, y)) = − ln
(
I(x, y)
I0(x, y)
)
(4.37)
ou` T (x, y) est la transmission, I0(x, y) l’intensite´ incidente et I(x, y) l’intensite´ transmise.
L’e´paisseur optique est de´ﬁnie telle que :
b(x, y) = σ(∆0)
∫
dzn(x, y, z) (4.38)
avec σ(∆0) la section eﬃcace de diﬀusion de´ﬁnie telle que :
σ(∆0) =
σ0
1 +
(
4∆0
Γ0
)2 (4.39)
ou` σ0 = g
3λ2
2π
est la section eﬃcace a` de diﬀusion a` re´sonance. La constante g = 7/15 est
une correction nume´rique prise en compte dans nos mesures en faisant l’hypothe`se que
tous les atomes sont e´quire´partis dans les sous niveaux Zeeman 6.
Aﬁn de s’aﬀranchir proprement du fond lumineux qui peut eˆtre pre´sent pendant cette
se´quence de mesure il faut prendre trois image : la premie`re ou` l’on mesure la puissance
transmise P atte´nue´e par la pre´sence du nuage, la deuxie`me ou` l’on mesure directement
la puissance du faisceau sonde sans le nuage P0 et la troisie`me PBG, que l’on soustrait
aux deux pre´ce´dentes, ou` l’on mesure le fond lumineux sans faisceau sonde et sans nuage
d’atomes. Sachant que le waist su faisceau sonde et bien plus grand que la surface active
6. En re´alite´ cette correction s’applique toujours lorsque la polarisation du faisceau incident est line´aire
et que tous les atomes sont e´quire´partis dans les sous niveaux Zeeman amenant une correction nume´rique
g dans la de´finition de la section efficace de diffusion telle que :
g =
1
3
2F + 1
2F ′ + 1
. (4.40)
Dans le cas d’une polarisation circulaire du faisceau incident, a` condition que la dure´e du pulse soit assez
longue pour pomper tous les atomes dans un sous niveau Zeeman extreˆme (mF = ±2), cette correction
nume´rique devient de l’ordre de l’unite´.
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Figure 4.8 – Figure de gauche : repre´sentation sche´matique du dispositif d’imagerie
nous permettant d’eﬀectuer les mesures d’imagerie par absorption. Le faisceau sonde est
amene´ sur les par une ﬁbre optique aﬁn que son mode soit dans eﬀectivement dans l’ap-
proximation gaussienne de l’optique. Une conﬁguration 2f-2f a e´te´ choisie aﬁn d’avoir un
grossissement proche de 1 dans le plan conjugue´ des atomes. Figure de droite : Une image
du nuage d’atomes obtenus graˆce au dispositif d’imagerie par absorption.
de la came´ra CCD (≃ 4mm) il nous est possible d’associer ces trois puissances a` des
intensite´s et de calculer la transmission telle que :
T =
I − IBG
I0 − IBG (4.41)
et d’en tirer l’e´paisseur optique au centre du nuage en utilisant la relation b = −ln(T ).
Cependant il est e´vident que la distribution transverse de la densite´ spatial atomique n’est
pas constante (contrairement au cas connu d’un slab) car de´crite par une distribution
gaussienne telle que :
n(r) = n0e
− r
2
2σ2r (4.42)
ou` n0 est la densite´ spatiale au centre du nuage et σr en admettant que le nuage est de´crit
par une distribution gaussienne isotrope. Pour cela nous calculons l’e´paisseur optique,
donne´e par l’e´quation (4.37), seulement sur le centre du nuage qui est obtenue a` partir de
l’emplacement du maximum lisse´ de la gaussienne a` deux dimensions. On entend par lisse´
une auto convolution 2D faite sur l’image du nuage sur une zone de 4 × 4 pixels aﬁn de
s’aﬀranchir des valeurs aberrantes de certains pixels cause´es par la pre´sence de poussie`res
qui diﬀractent le faisceau incident. Connaissant ensuite l’e´paisseur optique b(∆0), le de´sac-
cord ∆0 du faisceau sonde il nous est ensuite possible de remonter a` l’e´paisseur optique a`
re´sonance b0 au centre du nuage et connaissant la taille du nuage (l’e´cart type du nuage
gaussien), on peut ensuite en de´duire le nombre d’atomes tout comme les autres proprie´-
te´s du nuage (tempe´rature, densite´...). La ﬁgure 4.8 repre´sente un sche´ma du dispositif
expe´rimental qui nous sert a` re´aliser l’imagerie par absorption (ﬁgure de gauche) et une
image du nuage thermique re´alise´e a` l’aide de ce dispositif (ﬁgure de droite). Le caracte`re
cohe´rent de l’imagerie d’absorption se manifeste par la pre´sence de franges d’interfe´rence
sur l’image du nuage. Aﬁn d’obtenir une image pre´cise du nuage d’atome dans le but
de minimiser les sources d’erreurs sur les quantite´ (e´paisseur optique, nombre d’atomes,
taille...) que nous allons mesure´ nous avons opte´s pour une conﬁguration 2f-2f qui certes
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n’est pas un syste`me optique afocal mais qui nous permet d’obtenir un grossissement du
nuage proche de 1 dans son plan conjugue´, avec le deuxie`me doublet achromatique qui se
trouve confondus avec les plan de la surface active de la came´ra CCD.
Pour re´aliser le faisceau sonde qui nous sert a` faire l’imagerie d’absorption, nous le
faisons passer par une ﬁbre optique aﬁn de rendre son mode gaussien. L’intensite´ du fais-
ceau sur les atomes est d’environ 100µW.cm−2 (ce qui correspond a` un parame`tre de
saturation s < 0.01). Pour imager le nuage nous utilisons une came´ra CCD Point Grey
GRAS-20S4M-C sur laquelle nous pouvons controˆler le temps d’exposition. Typiquement
le temps d’exposition que nous utiliserons aﬁn de faire nos mesures par imagerie d’absorp-
tion sera compris entre 100µs et 200µs. Aﬁn de connaˆıtre avec pre´cision la fre´quence du
faisceau sonde, on balaye sa fre´quence a` partir du double passage place´ sur le faisceau MOT
aﬁn d’obtenir un proﬁl d’absorption, re´alise´ sur un nuage a` tre`s faible e´paisseur optique
b(δ) < 1. Sachant que les fre´quences des porteuses des simples passages du MOT et du
faisceau sonde imagerie ne sont pas force´ment aux meˆme fre´quences (νSP,MOT = 66MHz
et νSP,Abs = 58.1) cela nous permet de savoir ou` se situe la re´sonance du faisceau sonde
par rapport a` celle des faisceaux MOT et d’adapter le controˆle fait par le double passage
en conse´quences. Enﬁn, dans le but d’ame´liorer la qualite´ de l’image et de s’aﬀranchir
d’un maximum d’aberrations, les lentilles utilise´es pour le syste`me d’imagerie sont des
doublets achromatiques.
2.2.b Imagerie de fluorescence.
L’utilisation de l’imagerie de ﬂuorescence que nous avons faite a e´te´ principalement dans
le but de mesurer le de´placement du centre de masse du nuage aﬁn de mettre en e´vidence
des eﬀets coope´ratifs lorsque ce dernier est pousse´ par un faisceau quasi re´sonnant. Aﬁn
d’obtenir des images du nuage en ﬂuorescence on l’e´claire avec les 6 faisceaux du MOT
aﬁn de regarder la lumie`re diﬀuse´e par les atomes. On peut calculer l’intensite´ arrivant
sur le capteur CCD a` partir de la formule :
I(x, y) =
Ω
4π
Γ0
2
~ω0
s
s+ 1
∫
dzn(x, y, z) (4.43)
ou` Ω est l’angle de collecte des photons diﬀuse´s par le nuage, s(∆0) est le parame`tre de
saturation tel que :
s(∆0) =
I/Isat
1 + 4
(
∆0
Γ0
)2 . (4.44)
et n(x, y, z) est la densite´ spatiale d’atomes. L’intensite´ de saturation associe´e aux faible
de´saccords par rapport a` la transition cyclante F = 2→ F ′ = 3 est Isat = 1.6mW.cm−2.
Aﬁn de re´aliser des mesures pre´cises sur la taille du nuage (σx et σy) il est important de
faire l’imagerie de ﬂuorescence dans le re´gime de diﬀusion simple (c’est a` dire avec une
e´paisseur optique tre`s faible telle que b(∆0) < 1). Tout comme pour l’imagerie d’absorp-
tion, il faut aussi s’aﬀranchir du fond lumineux lie´ a` l’environnement en prenant deux
images : une avec le nuage d’atome et l’autre sans nuage que l’on soustrait a` la premie`re.
Aﬁn de re´aliser l’imagerie de ﬂuorescence, nous avons utilise´ une came´ra CCD Point-
grey GRAS-20S4M-C sur laquelle nous avons place´ un objectif de 50mm. Les temps d’ex-
position de cette came´ra e´galement ajustable est controˆle´ aﬁn d’eˆtre aux alentours de
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Figure 4.9 – Figure de gauche : repre´sentation sche´matique du dispositif d’imagerie nous
permettant d’eﬀectuer l’imagerie de ﬂuorescence en utilisant les 6 faisceaux nous servant a`
refroidir les atomes. Figure de droite : Une image de ﬂuorescence du nuage d’atome prise a`
l’aire de ce dispositif. Le centre du nuage contenant plus d’atomes diﬀuse par conse´quent
plus de photons d’ou` son intensite´ supe´rieure.
200µs. La ﬁgure 4.9 nous montre une repre´sentation sche´matique du dispositif expe´ri-
mental d’imagerie par ﬂuorescence et une image du nuage d’atome acquise a` l’aide ce
dispositif.
3 Ve´rification de la validite´ des solutions Times Dicke
au re´gime de diffusion simple.
Dans cette partie nous de´crivons les expe´riences que nous avons mene´es aﬁn d’e´tudier
de manie`res syste´matiques la modiﬁcation de la pression de radiation par les eﬀets co-
ope´ratifs telle qu’elle a e´te´ observe´e dans la re´fe´rence [28] en faisant une mesure indirecte
de ces eﬀets sur la position du centre de masse du nuage. Le but de cette campagne de
mesures e´tant de pousser l’e´tude plus loin en de´saccord ∆0 et en e´paisseur optique b0
aﬁn de conﬁrmer que cette modiﬁcation de la pression de radiation est bien le fait d’eﬀet
cohe´rent type superradiants et de ve´riﬁer que le comportement pre´dit analytiquement par
les Solutions Timed Dicke e´tait bien valide dans le re´gime de diﬀusion simple (b(∆0) < 1)
et non pas dans le re´gime de diﬀusion multiple (b(∆0) > 1) e´galement. Un des but non
acheve´s de cette se´rie de mesures e´tait aussi l’observation de re´sonances de Mie qui se tra-
duiraient par des de´viations singulie`res au comportement de la re´duction de la pression
de radiation telle qu’elle est pre´vue par le mode`le Timed Dicke apparaissant a` des couples
e´paisseur optiques et de´saccord (b0,∆0) apparaissant de manie`re syme´trique par rapport
a` la re´sonance atomique [168].
3.1 Protocole expe´rimental.
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Le protocole expe´rimental que nous avons utilise´ est assez similaire a` celui adopte´
dans la re´fe´rence [28] a` l’exception principale que, posse´dant une pression supe´rieur de
Rubidium dans la cellule, les temps typiques de chargement du MOT sont moindres nous
permettant de re´aliser des statistiques e´quivalentes mais sur des temps plus courts (40
images par points prises en 30min contre 100 par points images prises sur plusieurs heures)
ce qui nous permet de nous aﬀranchir au maximum des de´rives lentes (ﬂuctuation des
intensite´, de tempe´rature de la pie`ce, des polarisation des faisceaux...) de l’expe´riences.
Les diﬀe´rentes e´tapes composant un cycle sont les suivantes :
− MOT : pendant cette e´tape nous chargeons un grand nombre d’atomes (N ∼ 109) a`
l’inte´rieur du pie`ge pendant un temps de 500ms. Pendant cette pe´riode le gradient de
champ magne´tique est allume´ et le de´saccord des faisceaux du MOT est typiquement
de −3Γ0. Le Repompeur est aussi allume´ a` pleine puissance et son de´saccord est nul
par rapport a` la transition F = 1→ F ′ = 2.
− Dark MOT : cette e´tape d’une dure´e de 50ms est capitale aﬁn d’obtenir un nuage
compacte et dense. Pour cela la puissance du Repompeur est re´duite entre 10 et 6%
et le de´saccord du laser refroidissant les atomes passe progressivement de −3Γ0 a`
−7Γ0. La re´duction de l’eﬀet d’ombre lie´ au de´saccord croissant des faisceaux MOT
et la re´duction da puissance du Repompeur permet de perdre les atomes les plus
chauds et de ramener les atomes les plus froids vers le centre du pie`ge faisant passer
la densite´ spatiale atomique au centre du nuage de 1010atomes.cc−3 a` 1011atomes.cc−3
typiquement ce qui permet d’obtenir des e´paisseurs optiques de l’ordre de b0 ∼ 50.
A l’issue de cette e´tape la fraction d’atomes dans F = 2 est de 30%.
− Coupure du gradient de champ magne´tique : nous avons remarque´ que le gra-
dient de champ magne´tique avait un temps d’extinction tre`s lent (≃ 100µs) pendant
lequel il pre´sentait des grande ﬂuctuations voir des inversions. C’est pour cela que
nous e´teignons tous les lasers pendant 500µs aﬁn de ne pas faire de pompage Zeeman
inde´sire´ et de garder les atomes e´quire´partis dans tous les sous niveaux Zeeman.
− Le De´pompage des atomes dans F = 1 : est re´alise´ pendant un temps de 1ms
pendant lequel le Repompeur est coupe´ et les faisceaux du laser MOT sont remis a`
pleine puissance et de´saccorde´ progressivement a` −10Γ0 aﬁn d’augmenter le nombre
de photons diﬀusant sur la transition F ′ = 2 et par conse´quent le nombre d’atomes
passant dans l’e´tat F = 1. A la ﬁn de cette e´tape la fraction d’atomes dans F = 2
est de l’ordre du pour-cent.
− Le Repompage des atomes dans F = 2 : permet d’avoir un controˆle sur la
fraction d’atomes dans F = 2 sans modiﬁer la taille du nuage et par conse´quent
l’e´paisseur optique b0 vue par le faisceau pousseur. Aﬁn de balayer tout la plage
d’e´paisseur optique (de b0 ≃= 0 a` b0 ≃= 50) la puissance du Rempompeur est
ajuste´e entre 0 et 100%.
− Pousse´e des atomes : le faisceau sonde pousseur horizontal d’un de´saccord de ∆0
par rapport a` la transition F = 2 → F ′ = 3 est allume´ pendant un temps tpush
(quelque dizaines de micro secondes) aﬁn d’e´changer entre 20 et 100 photons avec
chaque atomes du nuage. Permettant ainsi de pousser les atomes dans F = 2 et de
laisser a` la meˆme place les atomes dans F = 1.
− Temps de vol : Le temps de vol permet de se´parer les centres de masses des deux
nuages (celui des atomes dans F = 1, qui ne voit pas le faisceau pousseur et qui
eﬀectue une chute verticale et celui des atomes dans F = 2, qui voit le faisceau
pousseur et dont le centre de masse est de´place´ horizontalement au cours de sa chute
verticale). En l’absence de modiﬁcations par les eﬀets coope´ratifs, le centre de masse
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Figure 4.10 – Image de ﬂuorescence illustrant la se´paration des deux nuages dans F = 1
(nuage de droite) et F = 2 (nuage de gauche) apre`s que le nuage dans F = 2 ait e´te´
pousse´ par le faisceau pousseur et que les deux nuage soient tombe´s librement pendant
un temps de vol d’une dure´e de tTOF = 20ms. ici les parame`tres expe´rimentaux sont les
meˆmes que pour les expe´riences re´alise´es dans re´fe´rence [28] c’est a` dire que Nγ ≃ 100
photons sont e´change´s moyenne et que la tempe´rature initiale du nuage est de T ≃ 30µK.
du nuage des atomes dans F = 2 est cense´ se de´placer de :
∆x = Γscvrc
(
t2push
2
+ tpushtTOF
)
(4.45)
avec vrc la vitesse de recul associe´e a` l’absorption d’un photon et Γsc le taux de diﬀusion
de´ﬁnis tel que :
Γsc =
Γ0
2
s(∆0)
1 + s(∆0)
(4.46)
Les e´paisseurs optiques a` re´sonance b0 typiques que nous avons utilise´es sont aussi su-
pe´rieures aux expe´riences qui ont e´te´ re´alise´es pre´ce´demment ce qui a pour conse´quences
que le nuage que nous e´tudions est a` une tempe´rature T plus e´leve´e (T ≃ 80µK contre
50µK dans les expe´riences pre´ce´dentes). L’originalite´ de la proce´dure expe´rimentale e´la-
bore´e dans la re´fe´rence [28] reposant sur le fait que le controˆle sur l’e´paisseur optique
a` re´sonance b0 au centre du nuage se fait en modiﬁant le rapport entre les populations
d’atome dans les e´tats F = 1 et F = 2, le faisceau sonde pousseur, accorde´ sur la transi-
tion F = 2→ F ′ = 3 n’agissant que sur le atomes dans F = 2 et pas sur ceux dans F = 1
(Figure 4.10).
Voulant e´changer un nombre infe´rieur de photons (Nγ ≃ 30 au lieu de Nγ ≃ 100) et
ayant un nuage dont la tempe´rature est plus e´leve´e, il est e´vident qu’un des risque auquel
on s’expose est que l’e´talement de l’e´cart type du nuage gaussien soit plus important que
le de´placement entre les deux centre des masses des nuages dans F = 1 et F = 2 au cours
de leurs temps de vols. Un calcul simple nous permet d’obtenir que dans ces conditions, un
nuage dont la taille longitudinale est de σz(0) ≃ 900µm aura comme taille longitudinale
σz(tTOF ) apre`s un temps de vol d’une dure´e de tTOF = 20ms :
σz(tTOF ) =
√
kBT
m
t2TOF + σ
2
z(0) (4.47)
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ou` kB est la constante de Boltzmann etm = 1.44.10
−25kg la masse atomique du Rubidium,
on obtient apre`s une application nume´rique σz(tTOF ) ≃ 2mm. Pour le de´placement du
centre de masse du nuage dans F = 2 avec lequel Nγ ≃ 30 photons ont e´te´s e´change´s avec
le faisceau pousseur on peut s’attendre a` ce qu’au bout d’un temps de vol d’une dure´e de
tTOF il ait e´te´ se´pare´ du centre de masse du nuage dans F = 1 d’une distance ∆x
(ind)
c :
∆x(ind)c ≃ NγvrctTOF (4.48)
ou` vrc = 5.8mm.s
−1 est la vitesse de recul d’un atome de rubidium lie´e a` l’absorption
d’un photon 7. L’application nume´rique nous donne qu’au bout d’un temps de vol de
tTOF = 20ms les centres de masses des deux nuages seront se´pare´s de 3.5mm ce qui n’est
pas singulie`rement supe´rieur a` leur e´talement pendant les temps de vol. Il est a` noter
que les applications nume´riques pre´ce´dentes sont sous estime´es dans le sens ou` l’on a
ne´glige´ a` l’e´quation (4.47) le chauﬀage du nuage dans F = 2 lie´ a` l’absorption de photons
pendant que le faisceau pousseur est allume´ et que l’on a aussi ne´glige´ a` l’e´quation (4.48)
l’acce´le´ration du centre de masse lorsque le faisceau pousseur est allume´. On peut donc
s’attendre a` ce l’on ait du mal a` distinguer les positions des centres de masse des nuages
dans F = 1 et F = 2 avec les parame`tres expe´rimentaux que nous voulons explorer (nuage
plus e´pais optiquement donc plus chaud et moins de photon e´change´s). C’est pourquoi
pour chaque de´saccords du faisceau pousseur, nous avons eﬀectue´ 3 mesures utilisant
l’imagerie de ﬂuorescence :
− La Mesure 1 de Fluorescence est eﬀectue´e apre`s un temps de vol sans repomper
les deux nuages dans F = 2 avant la se´quence d’imagerie aﬁn de mesurer la position
du centre de masse du nuage initialement dans F = 2 sans qu’elle ne soit pas aﬀecte´e
par la traine´e d’atome existant entre les deux nuages et l’e´talement du nuage dans
F = 1. Cette traˆıne´e provient des atomes qui passent de l’e´tat F = 2 a` F = 1 par
pompage optique pendant la se´quence de poussage.
− La Mesure 2 de Fluorescence est eﬀectue´e apre`s un temps de vol en repompant
les deux nuages dans F = 2 juste avant la se´quence d’imagerie de ﬂuorescence aﬁn
de connaˆıtre les positions des centres de masse des nuages contenant les atomes dans
F = 2 et F = 1 et de ve´riﬁer que ce dernier tombe bien de manie`re verticale.
Cette mesure nous permet aussi en soustrayant les images de la mesure 1 a` celles
de la mesure 2 de connaˆıtre le taux de de´pompage en ayant une information sur la
fraction d’atomes dans F = 1.
− Mesure 3 de Fluorescence In situ : Cette mesure s’eﬀectue sans temps de vols
aﬁn de ve´riﬁer que la position du centre de masse du nuage initial, contenant a` la
fois les atomes dans F = 1 et dans F = 2, ne varie pas au cours de la se´quence
expe´rimentale. Cette mesure permet e´galement de ve´riﬁer la fraction d’atomes dans
F = 2 apre`s la se´quence de repompage des atomes, que nous allons de´crire juste apre`s,
et ve´riﬁer par conse´quence que le taux d’atomes dans F = 2, qui est proportionnel
au nombre de photon diﬀuse´s par le nuage a` condition que l’on se trouve dans le
re´gime de diﬀusion simple (b(δ) < 1) et que la puissance du faisceau incidente soit
constante, soit bien cohe´rente avec l’e´paisseur optique que nous mesurons graˆce a`
l’imagerie d’absorption.
Nous avons aussi mesure´ de manie`re inde´pendante l’e´paisseur optique a` re´sonance b0 au
centre du nuage par imagerie d’absorption en gardant exactement les meˆme parame`tres
7. Une vitesse de recul est aussi lie´s a` l’e´mission d’un photon par l’atome mais cette dernie`re e´tant
isotrope elle se moyenne a` 0 contrairement a` l’absorption d’un photon sui se fait toujours selon la meˆme
direction.
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Figure 4.11 – Images de ﬂuorescences donne´es par la proce´dure de mesure 3 (Premie`re
image en partant du haut), ou` le nuage a` sa position initiale contient les atomes dans F = 1
et F = 2 avant d’eˆtre pousse´ par le faisceau sonde et d’eﬀectuer un temps de vol. Les
trois images suivantes montent des images de ﬂuorescences obtenues par la proce´dure de
mesure 1 aﬁn d’illustrer la re´duction de´placement du centre de masse du nuage contenant
les atomes dans F = 2 lorsque l’e´paisseur optique a` re´sonance b0 augmente. On remarque
bien que lorsque l’e´paisseur optique de ce dernier augmente le de´placement de son centre
de masse ∆xc est re´duit.
expe´rimentaux pour le cycle.
Comme nous l’avons e´nonce´ pre´ce´demment il n’y a que deux se´ries de mesures par
de´saccord ou` nous faisons faire au nuage un temps de vol aﬁn de mesurer la position du
centre de masse du nuage de´place´. Le mesure nous permettant de connaˆıtre l’e´paisseur
optique au centre du nuage b0 par imagerie d’absorption et la mesure nous permettant
de connaˆıtre sa position initiale ainsi que son e´cart type initial se font in situ juste apre`s
avoir repompe´ une fraction des atomes dans F = 2.
3.2 Re´sultats.
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Figure 4.12 – E´volution de l’e´paisseur optique a` re´sonance b0 au centre du nuage en
fonction de la puissance relative (P/PMax) du Repompeur. La re´ponse sigmo¨ıdale vient en
re´alite´ de la re´ponse en puissance de l’oscillateur controˆle´ en tension (VCO), qui pour une
consigne line´aire en puissance donne une re´ponse non line´aire (sigmo¨ıdale). On remarque
bien qu’entre une e´paisseur optique a` re´sonance nulle et une e´paisseur optique a` re´sonance
e´gale a` 45 on parcourt tour les points entre ces deux valeurs.
Dans cette section nous pre´sentons les re´sultats que nous avons obtenus sur l’e´tude
syste´matique de la modiﬁcation de la pression de radiation par les eﬀets coope´ratifs. Les
mesures ont e´te´ prises pour des de´saccords allant de ∆0 = −4.5 a` ∆0 = +4.5Γ0 par pas
de 0.5Γ0. Dans cette section nous ne discuterons pas des re´sultats obtenus a` re´sonance
(∆0 = 0Γ0), qui font l’objet d’une section a` part entie`re dans la suite de ce document, et
nous discuterons se´pare´ment des donne´es prises entre −1Γ0 et +1Γ0 ou` une ﬂuctuation
coup par coup accrue, dont l’origine reste encore a` de´terminer, a e´te´ observe´e.
Aﬁn d’avoir un controˆle sur l’e´paisseur optique a` re´sonance b0 du nuage tout en gardant
sa taille σ constante apre`s avoir de´pompe´ tous les atomes dans F = 1 nous appliquons
un rapide pulse de Repompeur pendant 500µs en faisant varier la puissance de ce dernier
entre 0 et 100% de sa puissance maximale. La ﬁgure 4.12 nous montre l’e´volution de
l’e´paisseur optique a` re´sonance en fonction de la puissance du Repompeur pour un cycle
expe´rimental typique. La re´ponse non line´aire (sigmo¨ıdale) vient en re´alite´ de la re´ponse
de l’oscillateur controˆle´ en tension (VCO), qui pour une consigne line´aire a une re´ponse
en puissance non line´aire.
Aﬁn de mesurer la modiﬁcation de la pression de radiation par les eﬀets coope´ratifs
nous proce´dons a` une mesure indirect sur la position du centre de masse du nuage pousse´
(celui dans F = 2) apre`s un temps de vol d’une dure´e typique de 20ms. Connaissant
la dure´e du pulse, la puissance du faisceau sonde et son waist nous sommes en mesure
de calculer le nombre de photon e´change´s pour un atome unique et par conse´quent de
connaˆıtre la force applique´e par le faisceau pour un seul atome. Typiquement pour un
de´saccord donne´ du faisceau pousseur nous obtenons une re´duction du de´placement du
centre de masse du nuage dans F = 2 au fur et a` mesure que sons e´paisseur optique a`
re´sonance b0 augmente. Ce de´placement une fois renormalise´ par le force F1 applique´e a` 1
atome unique nous permet ensuite de calculer le de´saccord the´orique pre´dit par le mode`re
Times Dicke.
La ﬁgure 4.13 nous montre le de´placement du centre de masse ∆xc du nuage dans
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Figure 4.13 – De´placement du centre de masse du nuage dans F = 2 en fonction de
l’e´paisseur optique a` re´sonance b0 pour un de´saccord du faisceau pousseur ∆
(Exp)
0 =
−2.5Γ0. La courbe en traits pleins (continues et pointille´es) repre´sentent un ajustement a`
partir du mode`le the´orique donne´ par l’e´quation (4.24). L’ajustement est fait en laissant
le de´saccord ∆0 comme seul parame`tre libre et nous obtenons ∆
Theo
0 = −2.68 ± 0.3Γ0.
La courbe continue correspond au domaine ou` le faisceau pousseur est dans le re´gime de
diﬀusion simple b(∆0) < 1 et celle en pointille´ correspond au re´gime de diﬀusion multiple
b(∆0) > 1. On remarque clairement un de´crochement des donne´es expe´rimentales par
rapport a` la pre´diction the´orique du mode`le Timed Dicke lorsque l’on atteint le re´gime
de diﬀusion multiple ce qui prouve que l’hypothe`se faite sur la validite´ du Timed Dicke
dans le re´gime de diﬀusion simple est valide´e.
F = 2 en fonction de l’e´paisseur optique a` re´sonance b0 pour un de´saccord expe´rimental du
faisceau pousseur ∆
(Exp)
0 = −2.5Γ0. Atteignant des e´paisseurs optique a` re´sonance allant
jusqu’a` b0 = 60 il est clair qu’une partie de cette courbe b0 > 25 correspond au re´gime
de diﬀusion multiple ou` le mode`le Timed Dicke n’est plus cense´ eˆtre adapte´. En eﬀet le
comportement lorentzien pre´dit par ce dernier n’est plus en accords avec le de´placement
du nuage et on observe un net de´crochage de la position du centre de masse, mesure´e
expe´rimentalement a` l’aide de l’imagerie de ﬂuorescence, au comportement lorentzien
pre´dit par le mode`le Timed Dicke. En faisant un ﬁt lorentzien sur le donne´es nume´riques
pour b(∆) < 1 et en laissant l’amplitude et la largeur comme parame`tre libre de ﬁt,
nous obtenons a` partir de la largeur de la lorentzienne un de´saccord the´orique tel que
∆
(Theo)
0 = −(2.68 ± 0.3)Γ0. Pour obtenir cette courbe nous avons e´change´ en moyenne
40 photons avec le nuage dans F = 2 ce qui e´quivaut a` un de´placement de 5.47mm. On
obtient donc comme entre l’extrapolation du ﬁt lorentzien en b0 = 0 et le de´placement
calcule´ un e´cart de 2%.
Connaissant les parame`tres expe´rimentaux (dure´e du pulse tpush, de´saccord ∆0, dure´e
du temps de vol tTOF et intensite´ du faisceau I ) on peut normaliser par le de´placement
∆x1 , calcule´ pour un seul atome, tous les de´placement ∆xc du centre de masse du nuage
pour chaque de´saccords ∆0 du faisceau pousseur ce qui nous permet d’obtenir le ratio
Fc/F1 de la force coope´rative normalise´e par la force agissant sur un atome unique. La ﬁ-
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Figure 4.14 – E´volution de la force coope´rative Fc normalise´e par la force applique´e a` un
seul atome F1 en fonction de l’e´paisseur optique a` re´sonance b0 au centre du nuage pour
diﬀe´rents de´saccords dans le rouge (∆0 < 0) allant de ∆
(Exp)
0 = −1.5Γ0 a` ∆(Exp)0 = −4.5Γ0
par pas de 0.5Γ0. Les courbe en trait pleins repre´sentent des ajustements fait a` partir de
l’expression analytique donne´e a` l’e´quation (4.24) ou` seul le de´saccord ∆
(Theo)
0 a e´te´ laisse
comme parame`tre libre. On remarque que les re´sultats the´orique sont en accord avec
les parame`tres expe´rimentaux ce qui nous prouve la validite´ du mode`le Timed Dicke
dans le re´gime de diﬀusion simple (b(∆0) < 1). Les courbe en pointille´s repre´sentent
quant a` elles le prolongement des courbes the´orique (en traits pleins) dans le re´gime de
diﬀusion multiple (b(∆0) > 1). On remarque clairement un de´crochement des donne´es
expe´rimentales par rapport a` ces courbes ce qui est une preuve de la limite de validite´ du
mode`le Timed Dicke (et par conse´quent du comportement pre´dit a` l’e´quation (4.24)) dans
le re´gime de diﬀusion multiple. Un seul parame`tre expe´rimental pre´sente une de´viation
(re´ite´re´e a` plusieurs reprises expe´rimentalement) pour le de´saccord ∆0 = −3.5Γ0.
gure 4.14 nous montre l’e´volution de la force de pression de radiation coope´rative Fc/F1 en
fonction de l’e´paisseur optique a` re´sonance b0 au centre du nuage pour diﬀe´rents de´saccord
∆0 allant de −4.5Γ0 a` −1.5Γ0 par pas de 0.5Γ0. Les courbes en trait pleins repre´sentent
un ajustement a` partir de l’expression analytique (4.24) ou` seul le de´saccord ∆0 e´te´ laisse´
comme parame`tre ajustable. A l’exception d’un de´saccord (∆
(Exp)
0 = −3.5), on remarque
que les de´saccords ∆
(Theo)
0 obtenus a` partir de cet ajustement sont en accord avec les
parame`tres expe´rimentaux ∆
(Theo)
0 . De meˆme on observe clairement un de´crochement des
donne´es expe´rimentales avec le mode`le the´orique (courbe en trait pleins) lorsque l’on at-
teint le re´gime de diﬀusion multiple b(∆0) > 1 ce qui met bien en e´vidence le domaine
de validite´ du mode`le Timed Dicke initialement pre´vu pour le re´gime de diﬀusion simple.
Proce´dant de la meˆme manie`re pour les de´saccords dans le bleu ∆0 > 0 nous obtenons
encore un accord convenable entre la the´orie et les donne´es expe´rimentale avec cependant
de plus grande barre d’erreur sur les ajustements et un de´crochement pour les courbes a`
∆0 = +3.5Γ0 et ∆0 = +4Γ0. La ﬁgure 4.15 nous montre l’e´volution de la force de pres-
sions coope´rative, normalise´e par la force agissant sur un atome unique F1, en fonction
de l’e´paisseur optique a` re´sonance b0 au centre du nuage pour des de´saccords positifs du
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Figure 4.15 – E´volution de la force coope´rative Fc normalise´e par la force applique´e a` un
seul atome F1 en fonction de l’e´paisseur optique a` re´sonance b0 au centre du nuage pour
diﬀe´rents de´saccords dans le rouge (∆0 < 0) allant de ∆
(Exp)
0 = −1.5Γ0 a` ∆(Exp)0 = −4.5Γ0
par pas de 0.5Γ0. Tout comme pour la ﬁgure 4.14, les courbes en traits pleins repre´sentent
les ajustements obtenus sur les donne´es expe´rimentales a` partir de la formule analytique
donne´e par la solution Timed Dicke (eq. 4.24). Les observations pour les de´saccords dans
le bleu sont les meˆmes que pour celles faites les re´sultats obtenus pour les de´saccords
dans le rouge, dans le sens ou` on observe un de´crochement des donne´es expe´rimentales
par rapport au comportement pre´dit par la solution Timed Dicke lorsque l’on atteint le
re´gime de diﬀusion multiple et on observe encore un re´sultat aberrent pour ∆0 = +3.5Γ0.
faisceau pousseur (∆0 > 0). De la meˆme manie`re que pour les re´sultats obtenus avec
les de´saccords dans le rouge (∆0 < 0) on remarque que les donne´es expe´rimentales sont
convenablement en accord avec les pre´dictions the´orique du mode`le Times Dicke dans le
re´gime de diﬀusion simple (b(∆0) < 1). Cependant les erreurs des ajustements sont plus
e´leve´es pour les de´saccords positifs que pour les de´saccords ne´gatifs du faisceau pousseur.
Le de´crochement pour ∆0 = +3.5Γ0 est aussi pre´sent et s’e´tend cette fois ci au parame`tre
expe´rimental ∆0 = +4Γ0. A ce stade nous n’avons pas re´ussis a` identiﬁer si cette asy-
me´trie ’rouge/bleue’ e´tait relie´e a` l’asyme´trie ’rouge/bleue’ de l’interaction dipoˆle-dipoˆle
et qui n’est bien e´videmment pas de´crite par l’expression analytique obtenue a` l’e´quation
(4.24).
Un point commun entre les donne´es expe´rimentales prises dans le rouge (∆0 < 0) et
dans le bleu (∆0 > 0) est le de´crochement des donne´es expe´rimentales par rapport aux
courbes the´oriques pre´dites par la solution Timed Dicke (eq. 4.24) lorsque l’on atteint le
re´gime de diﬀusion multiple typiquement pour b(∆0) > 1.
Le ﬁgure 4.16 nous montre les donne´es expe´rimentales normalise´es par les courbes
the´orique en trait plein en fonction de l’e´paisseur optique b(∆0). Le re´gime de diﬀusion
multiple est indique´ par le trait plein rouge vertical et l’accord parfait entre la the´orie et
l’expe´rience est indique´e par le trait plein horizontal vert. Il est a` noter que 100.1 repre´sente
un e´cart de 25% entre la the´orie et l’expe´rience. On remarque clairement le de´crochement
lorsque l’on atteint le re´gime de diﬀusion multiple ce qui en accord avec la limite de validite´
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Figure 4.16 – E´volution des donne´es expe´rimentales normalise´es par les comportements
the´oriques pre´dit par la solution Timed Dicke (courbes en traits pleins aux ﬁgures 4.14 et
4.15) en fonction de l’e´paisseur optique b(∆0). Cette repre´sentation des donne´es expe´ri-
mentales souligne leur de´crochement par rapport a` la pre´diction du mode`le Timed Dicke
lorsque l’on atteint le re´gime de diﬀusion multiple b(∆0) > 1 ve´riﬁant ainsi le domaine de
validite´ du mode`le Timed Dicke au re´gime de diﬀusion simple.
des solutions Timed Dicke uniquement dans le re´gime de diﬀusion simple (b(∆0) < 1).
Asyme´trie ’Rouge-Bleu’.
Plusieurs hypothe`ses peuvent eˆtre faites sur l’origine de l’asyme´trie entre les re´sultats
obtenus pour les de´saccords dans le rouge ∆0 < 0 et les de´saccords dans le bleu ∆0 > 0.
Tout d’abord le ’facteur humain’ peut eˆtre a` l’origine de cette asyme´trie. En eﬀet, les
calibrations en puissance du faisceau pousseur et celles des fre´quences des faisceaux sondes
ayant e´te´ re´alise´es en de´but de campagne de mesure et les donne´es expe´rimentales ayant
e´te´ prises chronologiquement d’abord pour les de´saccords ne´gatifs (∆0 < 0) puis pour
les de´saccords positifs (∆0 > 0) il se peut tre`s bien que certaines de ces calibrations
aient le´ge`rement change´es bien qu’elles aient e´te´ ve´riﬁe´es a` nouveau au cours de cette
campagne de mesures. Un argument allant a` l’encontre de ce ’facteur humain’ est que la
diﬀe´rence entre la force calcule´e pour un atome unique et celle mesure´e expe´rimentalement
ne de´passe pas les 5% d’erreur et ce pour les expe´riences mene´es dans le bleu e´galement.
Ensuite, une explication triviale vient du fait que le faisceau sonde pousseur est uni-
directionnel ce qui a pour eﬀet que pour chaque atomes, le transfert d’impulsion lie´ a`
l’absorption d’un photon se fait toujours selon le meˆme axe de propagation du faisceau et
ne se moyenne donc pas a` 0 alors que le transfert d’impulsion lie´ a` l’e´mission du photon
absorbe´, redistribue´ de manie`re isotrope, se moyenne a` 0. Ceci a pour conse´quence un
de´calage Doppler vers les fre´quences ne´gatives (de´calage vers le rouge) qui de´pend donc
du nombre de photons e´change´s entre le faisceau incident et les atomes. Un calcul simple
nous permet de savoir a` partir de combien de photon e´change´s le shift Doppler induit par
le faisceau pousseur devient non ne´gligeable compare´ a` la largeur naturelle Γ0 de l’e´tat
excite´. Sachant que la vitesse de recul associe´e a` l’absorption/e´mission d’un photon, dont
la fre´quence est proche de la transition F = 2→ F ′ = 3, est vrc = 5.8mm.s−1 et Nγ est le
nombre de photon moyen e´change´ entre le faisceau incident et chaque atomes, le rapport
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Nγk0vrc/Γ0 devient non ne´gligeable pour Nγ ≃ 20 photons e´change´s, ce qui est environ le
nombre de photons que nous avons e´change´s avec les atomes au cours de nos expe´riences.
Nos re´sultats expe´rimentaux devraient donc pre´senter une erreur syste´matique de´cale´e
dans le rouge, c’est a` dire que le de´saccord mesure´ et pre´dit par le mode`le Timed Dicke
devrait eˆtre toujours le´ge`rement infe´rieure a` celui que l’on choisit expe´rimentalement pour
le faisceau pousseur (∆
(Theo)
0 < ∆
(Exp)
0 ). On remarque en conside´rant les ﬁgures 4.14 et
4.15 qu’a` l’exception d’un jeu de donne´es expe´rimentales pour les de´saccords dans le rouge
(∆0 = −1.5Γ0), nous n’observons pas ce type de comportement. Il est a` noter que la lar-
geur spectrale du laser utilise´ pour pousser les atomes est non ne´gligeable compare´e a` la
largeur naturelle de l’e´tat excite´ ce qui peut moyenner cet eﬀet a` 0.
Enﬁn une explication moins triviale et riche en processus physiques, serait la pre´sence
de forces coope´ratives dipolaires qui pre´sentent une asyme´trie ’rouge-bleue’. Ces forces di-
polaires de´pendent essentiellement de deux processus physique, la redistribution spectrale
d’un photon qui a lieu lors d’un processus d’absorption-re´e´mission ine´lastique ou encore
du gradient d’intensite´ relie´ aux ondes sphe´rique e´mises par les atomes. Ces phe´nome`nes
de force dipolaires coope´rative sont encore peu compris c’est pour cela que nous ne nous
e´tendrons pas sur ce sujet au cours de ce manuscrit.
E´volution de la tempe´rature du nuage.
Au cours de ces expe´riences, principalement mene´es dans le but des faire une mesure
syste´matique de la modiﬁcation de la pression de radiation par la diﬀusion coope´rative,
nous nous sommes e´galement inte´resse´s a` l’e´volution de la tempe´rature du nuage en fonc-
tion de l’e´paisseur optique a` re´sonance b0. En eﬀet la mesure du de´placement du centre
de masse du nuage est une mesure sur la force moyenne (moment d’ordre 1) coope´rative
qui ne contient aucune information sur les ﬂuctuations (moment d’ordre 2) des eﬀets co-
ope´ratifs. D’une manie`re ge´ne´rale, dans toutes les e´tudes partant sur de eﬀets cohe´rents
il est souvent utiles d’avoir des informations sur les moments d’ordre 2 des observables
aﬁn de savoir si l’origine du phe´nome`ne est de nature quantique ou classique. En optique
quantique ou encore dans les travaux portant sur la localisation d’Anderson, l’e´tude des
ﬂuctuations joue un roˆle capital.
La proce´dure que nous avons utilise´e pour mesurer la tempe´rature T du nuage est
la mesure par imagerie d’absorption de l’e´talement de l’e´cart type de la distribution en
densite´ gaussienne du nuage apre`s un temps de vol tTOF et nous avons utilise´ la formule :
T =
m
kB
σ2(tTOF )− σ2(0)
t2TOF
(4.49)
ou`m est la masse d’un atome de Rubidium, kB la constante de Boltzmann, σ(0) et σ(tTOF )
sont les e´carts type de la distribution gaussienne en densite´ du nuage avant et apre`s le
temps de vol. La tempe´rature initiale du nuage avant d’avoir e´te´ pousse´ est aux alentours
de 75-80µK tout comme nous le montre la ﬁgure 4.17 qui repre´sente la tempe´rature du
nuage dans F = 1, dont les atomes ne sont pas aﬀecte´s par le faisceau pousseur et qui reste
sensiblement a` la meˆme tempe´rature que le nuage en sortie de Dark MOT. En conside´rant
la ﬁgure 4.17 on remarque bien que la tempe´rature du nuage dans F = 1 reste constante
autour de 75-80µK inde´pendamment de la puissance du Repompeur (c’est a` dire du ratio
d’atomes dans F = 2).
L’e´tude de la tempe´rature du nuage dans F = 2 nous a re´ve´le´e quelques surprises
et n’en sont encore qu’au stade pre´liminaire. En eﬀet lors des e´tudes pre´ce´dentes sur la
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Figure 4.17 – E´volution de la tempe´rature du nuage dans F = 1 en fonction de la
puissance du repompeur, c’est a` dire de la fraction d’atomes dans F = 2. On remarque
que la tempe´rature reste constant aux alentours des 80µK quelle que soit la puissance du
Repompeur.
modiﬁcation de la pression de radiation par les eﬀets coope´ratifs il avait e´te´ observe´ que
la tempe´rature du nuage dans F = 2 restait constant [173]. Nos observations sont le´ge`re-
ment diﬀe´rentes dans le sens ou` nous observons la tempe´rature augmenter en fonction de
l’e´paisseur optique a` re´sonance b0. Cela ne point en aucun cas un proble`me dans la se´rie
de mesure pre´ce´dentes mais il faut garder a` l’esprit qu’en moyenne 5 fois plus de photons
(100 contre 20 a` 40 dans nos expe´riences) ont e´te´ e´change´s lors des expe´rience pre´ce´dentes
ce qui peut tre`s bien avoir moyenne´ l’eﬀet que nous avons observe´ a` 0. La ﬁgure 4.18 nous
montre l’e´volution des tempe´ratures selon les axes y (tempe´rature transverse Ty) et selon
l’axe de propagation du faisceau pousseur (tempe´rature longitudinale Tz). La ﬁgure 4.18
nous montre l’e´volution des tempe´ratures selon les deux axes (transverse et longitudinaux)
en fonction de l’e´paisseur optique a` re´sonnante pour le nuage contenant les atomes dans
F = 2 pour des de´saccords du faisceau pousseur syme´triques par rapport a` la re´sonance
tels que ∆0 = ±2 et ±3Γ0 . On remarque clairement une augmentation de la tempe´rature
selon les deux axes lorsque l’e´paisseur optique b0 augmente. La tempe´rature du nuage dans
F = 1 est repre´sente´e en vert aﬁn de donner une re´fe´rence. Un point inte´ressant est que
la tempe´rature transverse Ty, qui ne devrait normalement pas eˆtre aﬀecte´e par le chauf-
fage lie´ au nombre de photon e´change´s avec le faisceau pousseur, a tendance a` devenir
e´gale a` la tempe´rature longitudinale Tz lorsque l’on atteint le re´gime de diﬀusion multiple
(b(∆0) ≃ 1). Une explication vulgarise´e de ce comportement est que dans le re´gime de
diﬀusion multiple, les directions propres se recouvrent que sui peut donner lieu a` ce type
de comportements. Il est a` noter que les premiers points pour les e´paisseurs optiques tre`s
faibles sont probablement aberrent, lie´s a` une mauvaise convergence du logiciel de mesures
cause´ par le rapport signal/bruit trop faible.
Sachant que la tempe´rature de recule Trc est e´gale a` Trc = 348.66nK pour le Rubidium
87 et que l’on e´change entre 30 et 40 photons en moyenne, on peut facilement calculer
l’augmentation de la tempe´rature selon la direction de propagation du faisceau pousseur
telle que ∆T = NγTrc ou` Nγ repre´sente le nombre de photons e´change´s. On obtient
∆T = 10.45µK et 13.95µK ce qui est en accord avec les donne´es expe´rimentales qui
pre´sentent un e´cart de tempe´rature entre la direction longitudinale Tz et la direction
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Figure 4.18 – E´volution de la tempe´rature du nuage dans F = 2 en fonction de l’e´paisseur
optique a` re´sonance b0 selon les directions transverse Ty et longitudinale Tz pour quatre
de´saccords du faisceau pousseur syme´trique par rapport a` la re´sonance atomique tels
que ∆0 = ±2 et ±3Γ0. La tempe´rature du nuage dans F = 1 est donne´e en re´fe´rence
pour les deux de´saccords (courbe verte). On remarque clairement une augmentation de la
tempe´rature selon les deux directions lorsque l’e´paisseur optique du syste`me augmente. Un
point inte´ressant est la tendance de la tempe´rature transverse Ty, qui ne devrait pas eˆtre
aﬀecte´e par le chauﬀage induit par le faisceau pousseur, a` devenir e´gale a` la tempe´rature
longitudinale Tz et ce lorsque l’on se rapproche du re´gime de diﬀusion multiple (b(∆0) ≃ 1.
transverse Ty de cet ordre-la`.
3.3 Discussions.
La se´rie de re´sultats que nous avons pre´sente´s, vient donc valider l’approximation Timed
Dicke dans le re´gime de diﬀusion simple b(∆0) < 1 et ve´riﬁe bien la limite de validite´ de
ce mode`le dans le re´gime de diﬀusion multiple (b(∆0) > 1) dans la mesure ou` l’on observe
de manie`re syste´matique un de´crochement des donne´es expe´rimentales par rapport aux
pre´dictions the´oriques lorsque l’on de´passe b(∆0) > 1. Le de´crochement syste´matique
apparaissant de manie`re syme´trique par rapport a` la transition atomique pour ∆
(Exp)
0 =
±3.5Γ0 reste encore inexplique´ et pourrait eˆtre relie´ aux re´sonances de Mie il faudrait
Universite´ de Nice Sophia Antipolis 166
4. DIFFUSION MULTIPLE COHE´RENTE.
pour cela aﬃner la the´orie e´labore´e dans la re´fe´rence [168] et proce´der a` des mesure plus
syste´matiques allant dans ce sens. L’augmentation du chauﬀage en fonction de l’e´paisseur
optique a` re´sonance b0 est aussi un autre re´sultat pre´liminaire inte´ressant qui ne´cessiterait
une the´orie plus de´veloppe´e et des prises de mesures supple´mentaires.
4 Diffusion Multiple Cohe´rente.
Dans cette section nous avons cherche´ a` mettre en e´vidence un eﬀet cohe´rent survivant
dans le re´gime de diﬀusion multiple. Nous basant sur les pre´dictions de deux mode`les
diﬀe´rents l’un de´crivant des processus cohe´rents le mode`le Timed Dicke et l’autre de´crivant
des processus incohe´rents le mode`le incohe´rent (tous deux de´crits au de´but de ce chapitre),
nous avons cherche´ a` confronter nos re´sultats expe´rimentaux aux re´sultats nume´riques
obtenus a` partir de ces deux mode`les.
4.1 Cohe´rence dans le re´gime de diffusion multiple.
De´sirant explorer la validite´ des comportements pre´dits par l’approximation Timed
Dicke loin dans le re´gime de diﬀusion multiple (b(∆0) ≫ 1), nous avons de´cide´ de faire
des se´ries d’expe´riences proche de re´sonance (∆0 ≃ 0Γ0). En eﬀet les de´saccords conside´-
re´s pour les se´ries d’expe´riences que nous avons pre´sente´es a` la section pre´ce´dente nous
permettaient seulement d’atteindre au maximum une e´paisseur optique de b(∆0) = 5 pour
une e´paisseur optique a` re´sonance b0 = 50. Aﬁn de ve´riﬁer s’il e´tait possible d’observer
une de´cohe´rence dans la phase des photons diﬀuse´s un grand nombre de fois, qui se tra-
duirait par un de´placement ∆xc du centre de masse du nuage diﬀe´rent de celui pre´dit par
les solutions Many Body lorsque l’e´paisseur optique b(∆0) varie, nous avons tout d’abord
re´ite´re´ les meˆmes expe´riences, pre´sente´es a` la section pre´ce´dente, a` re´sonance (∆0 = 0Γ0).
En eﬀet lorsque le de´saccord du faisceau pousseur est nul l’e´paisseur optique b(∆0) et celle
a` re´sonance b0 sont e´gales nous permettant d’atteindre rapidement le re´gime de diﬀusion
multiple b(∆0)≫ 1.
Lorsque l’e´paisseur optique , qui est proportionnelle a` la racine carre´e du nombre d’e´ve`-
nements de diﬀusions subit par le photon b(∆0) ∝ NDiff , devient tre`s grande devant
l’unite´ (b(∆0) ∝
√
Ndiff ≫ 1), on peut s’attendre de manie`re intuitive a` ce que les eﬀets
d’interfe´rences ne perdurent pas, duˆ a` la perte de me´moire cause´e par le grand nombre
d’e´ve`nements de diﬀusions, et que par conse´quent la dynamique du syste`me soit de´crite
par un mode`le de type Equation de Transfert Radiatif [9], proche du mode`le incohe´rent
que nous avons de´crit au de´but de ce chapitre. Selon ce mode`le, le diagramme d’e´mission
est le´ge`rement anisotrope et oriente´ vers l’arrie`re dans la direction du faisceau incident,
on pourrait donc s’attendre a` une augmentation de la force applique´e au centre de masse
du nuage lorsque l’e´paisseur optique b(∆0) augmente. Cependant la prise en compte de la
renormalisation de la force par la section eﬃcace totale d’extinction (eq. (4.30) et ﬁgure
4.1) va aller a` l’encontre de cette augmentation de la force applique´e au centre de masse
du syste`me lorsque l’e´paisseur optique augmente. Cette anisotropie du diagramme d’e´mis-
sion, obtenue nume´riquement avec le mode`le incohe´rent, peut eˆtre explique´e de manie`re
intuitive tre`s simplement. En eﬀet prenons le cas limite d’un milieu dont l’indice est inﬁni
(ce qui correspond a` une e´paisseur optique inﬁnie), les photons incidents ne pouvant le
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pe´ne´trer sont re´ﬂe´chis a` l’interface vide/milieu ce qui explique la forte anisotropie du dia-
gramme d’e´mission lorsque le milieu est optiquement tre`s e´pais. Lorsque l’indice du milieu
diminue les photons incidents commencent a` le pe´ne´trer et sont diﬀuse´ ale´atoirement de
manie`re isotrope ce qui a pour conse´quence que le diagramme d’e´mission devienne de
moins en moins anisotrope vers l’arrie`re pour retrouver au ﬁnal un diagramme d’e´mission
isotrope lorsque l’e´paisseur optique devient tre`s faible.
Dans la plupart des cas cette vision intuitive est correcte lorsque l’on conside`re un
milieu homoge`ne, si l’on assimile les diﬀuseurs a` des sphe`res dures de´pourvues de re´so-
nances internes ou encore si l’on ne´glige la nature ondulatoire des particules diﬀuse´es et
que le type d’interactions dominantes sont celles entre les plus proches voisins. Dans notre
situation, les diﬀuseurs sont des dipoˆles oscillants induits auxquels nous associons une am-
plitude complexe (une phase et un module) et le type d’interaction que nous conside´rons
entre les dipoˆles (bien que les interactions plus proches voisins soient e´galement prises en
compte) sont des interactions tre`s longues porte´es relie´es a` la pre´sence du terme en 1/r.
Dans certains travaux the´oriques [15] il a e´te´ montre´ que ce type d’interaction favorisait
la synchronisation entre les dipoˆles et qu’elle aboutissait a` des comportements d’e´chelle
domine´s par les eﬀet coope´ratifs ce qui se traduisait par un comportement d’e´chelle de´-
crit uniquement, dans la limite des taille de syste`me grandes devant la longueur d’onde,
par le rapport entre le nombre d’atomes N et le nombre de modes transverses (k0L)
2,
qui est proportionnel a` l’e´paisseur optique b0. Lorsque le faisceau sonde pousseur est a`
re´sonance (∆0 = 0Γ0), les deux quantite´s b(∆0) et b0 sont strictement e´quivalentes et
nous avons vu au chapitre pre´ce´dent (bien que l’e´tude nume´rique des valeurs propres de
l’Hamiltonien eﬀectif Heff soit faites en l’absence de champ incident) que pour un photon
a` re´sonance (ωL = ω0) on observe des eﬀets cohe´rents pour des milieux optiquement tre`s
denses (b0 ≫ 1). Bien qu’il soit connu que la probabilite´ d’excitation (|βj|2) des dipoˆles
a` l’inte´rieur d’un syste`me, dont la taille est bien supe´rieure au libre parcours moyen de
diﬀusion, soit de´crite par la loi de Beer-Lambert, il est tout a` fait possible qu’une certaine
cohe´rence persiste dans la phase des dipoˆles et qu’elle survive dans le re´gime de diﬀu-
sion multiple. De plus lorsque nous parlons d’e´paisseur optique il faut entendre e´paisseur
optique au centre du nuage et comme nous l’avons e´voque´ pre´ce´demment (eq. 4.42), le
nuage ne pre´sente pas une distribution en densite´ spatiale uniforme mais gaussienne ce
qui a pour conse´quence que l’e´paisseur optique (suivant de par sa de´ﬁnition la distribution
en densite´ spatiale) pre´sente e´galement une distribution gaussienne. Il est donc tout a` fait
concevable que les atomes situe´s sur les bords du nuage, ou` les photons sont diﬀuse´s une
fois au maximum contrairement au centre du nuage, pre´servent cette cohe´rence de phase
et aﬀectent e´galement de manie`re cohe´rente la phase des atomes situe´s au centre du nuage
par le biais des interactions longues prote´es.
Au ﬁnal nous allons donc comparer nos re´sultats expe´rimentaux aux pre´dictions the´o-
riques et nume´riques donne´es par le mode`le incohe´rent et les solutions Many Body. Pour
le mode`le incohe´rent il nous reste a` savoir dans quelles gammes de parame`tres le terme
relie´ au diagramme d’e´mission est pre´dominant, auquel cas la force applique´e au centre
de masse du nuage augmenterait avec l’e´paisseur optique du syste`me, ou si c’est celui
relie´ a` la section eﬃcace totale d’extinction qui domine, auquel cas cette force diminue-
rait en fonction de l’e´paisseur optique du syste`me. Dans ce dernier cas de ﬁgure, il nous
reste a` savoir dans quelles mesures les pre´dictions du mode`le incohe´rent diﬀe`rent de celles
donne´es par les solutions Timed Dicke.
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Figure 4.19 – Courbe de calibration en intensite´ du faisceau sonde pousseur ou` l’on a
mesure´ la variation de la puissance optique du faisceau pousseur normalise´e au maximum
P/PMax allant sur les atomes en fonction du de´saccord −3.5Γ0 < ∆0 < +3.5Γ0. On
remarque une modiﬁcation de 25% de la puissance pour les de´saccords extreˆmes.
4.2 Protocole expe´rimental.
La proce´dure expe´rimentale que nous avons utilise´e aﬁn d’aﬃner les points pris autour
de la re´sonance −2Γ0 < ∆0 < +2Γ0, bien que ressemblant en certains points a` celle que
nous avons expose´e a` la section pre´ce´dente, en diﬀe`re principalement dans le fait qu’au
lieu de maintenir le de´saccord ∆0 ﬁxe´ et d’augmenter l’e´paisseur optique a` re´sonance b0,
nous scannons le de´saccord pour une e´paisseur optique ﬁxe´e et nous re´ite´rons la proce´dure
pour diﬀe´rentes e´paisseurs optiques. Les deux cas de ﬁgure possibles pour ces prises de
donne´es sont soit de maintenir l’intensite´ I/Isat du faisceau pousseur constante soit de
maintenir le parame`tre de saturation s(∆0) constant.
Le fait de scanner l’intensite´ du faisceau pousseur en la maintenant constante ne´ces-
site cependant certaines calibrations supple´mentaires lie´es a` la fonction de re´ponse du
syste`me ’AOM Double passage + ﬁbre optique’. En eﬀet, bien qu’optimise´ au maximum,
l’alignement du Modulateur Acousto-Optique n’est pas ide´al ce qui a pour conse´quences
un le´ger de´placement du faisceau injecte´ deux fois dans l’ordre +1. La puissance de ce
faisceau, injecte´ ensuite dans une ﬁbre optique, pre´sente donc une de´pendance en de´sac-
cord lie´e a` la de´sinjection de ce dernier dans la ﬁbre par eﬀet de bras de levier. La ﬁgure
4.19 illustre la variation de puissance optique P/PMax du faisceau pousseur allant sur
les atomes en fonction du de´saccord ∆0 entre −3.5 et +3.5Γ0, on remarque clairement
que la puissance varie de 25% pour les de´saccords extreˆmes (−3.5Γ0). Aﬁn de s’aﬀran-
chir de cette de´pendance, nous re´alisons ce type de calibration avant chaque expe´rience
pour la plage de de´saccord que l’on souhaite scanner et nous faisons lire la courbe de
calibration au programme de controˆle de l’expe´rience. Il est capital de laisser la tension
de consigne en amplitude du signal Radio Fre´quence des oscillateurs controˆle´s en tension
(VCO) a` son maximum pendant l’acquisition de la courbe de calibration. Connaissant la
puissance relative minimum que l’on ne pourra de´passer et la de´pendance de la puissance
en fonction du de´saccord, donne´e par la courbe de calibration et qui n’est autre que la
fonction de re´ponse IFR(∆0) du syste`me ”AOM Double passage + ﬁbre optique”, nous
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proce´dons par la biais du programme de controˆle a` une interpolation qui modiﬁera la ten-
sion de controˆle par une correction en tension VCorr(∆0) de l’amplitude du signal Radio
Fre´quence du simple passage du faisceau sonde pousseur aﬁn de maintenir constante la
puissance optique P et par conse´quent l’intensite´ I du faisceau pousseur. Aﬁn de maintenir
le parame`tre de saturation s(∆0) constant nous appliquons a` cette consigne la correction
(1 + 4(∆0/Γ0)
2)VCorr(∆0).
Contrairement aux expe´riences pre´sente´es a` la section pre´ce´dente, les prises de donne´es
ont e´te´ faites uniquement avec le dispositif d’imagerie d’absorption aﬁn de re´duire les
multiples sources d’erreurs provenant de mesures croise´es faites par des appareils diﬀe´rents.
Dans le but de s’aﬀranchir des de´rives lentes de l’expe´rience, les mesures par imagerie
d’absorption nous permettent d’avoir toujours acce`s a` l’information sur l’e´paisseur optique
ce qui n’e´tait pas le cas lorsque l’on mesurait le de´placement du centre de masse du
nuage par imagerie de ﬂuorescence et que l’on mesurait se´pare´ment l’e´paisseur optique
par imagerie d’absorption pour le meˆme cycle. Graˆce a` cette ve´riﬁcation quasi permanente
sur l’e´paisseur optique du nuage nous avons re´duit le nombre de cycle ce qui minimise
aussi l’impact des de´rives lentes de l’expe´rience sur les re´sultats expe´rimentaux.
Enﬁn la manie`re dont est controˆle´e l’e´paisseur optique diﬀe`re e´galement du protocole
expe´rimental pre´sente´ a` la section pre´ce´dente dans le sens ou` nous modiﬁons le de´saccord
du Repompeur pendant la se´quence de ”Dark MOT” aﬁn de modiﬁer l’e´paisseur optique
du nuage. Le temps de chargement du MOT a e´galement e´te´ re´duit ce qui fait que nous
travaillons avec un nuage plus froid (20µK) et plus dilue´ optiquement b0 < 10.
4.3 Re´sultats expe´rimentaux.
E´tude du de´placement du centre de masse du nuage.
Suivant le meˆme principe qu’a` la section pre´ce´dente (de´saccord ∆0 ﬁxe´ et e´paisseur
optique a` re´sonance b0 qui varie) nous avons donc mesure´ le de´placement du centre de
masse du nuage pour un de´saccord de faisceau pousseur nul (∆0 = 0Γ0). La ﬁgure 4.20
nous montre l’e´volution de la force applique´e au centre de masse du nuage, normalise´e par
celle ressentie par un atome unique, en fonction de l’e´paisseur optique a` re´sonnance b0 du
syste`me pour un de´saccord de faisceau pousseur nul (∆0 = 0 et b(∆0) = b0). On remarque
clairement que loin dans le re´gime de diﬀusion multiple (b(∆0) ≫ 1), le ratio de la force
continue de diminuer en fonction de l’e´paisseur optique du syste`me. A ce stade on peut
donc exclure dans la gamme de parame`tres conside´re´s, le fait que ce soit la force pre´dite
par la mode`le incohe´rent lorsque le terme relie´ au diagramme d’e´mission est dominant, qui
domine le comportement de la force applique´e au centre de masse du syste`me. De´sormais
il nous reste donc a` savoir si cette diminution drastique de la force dans le re´gime de
diﬀusion multiple est plus ﬁde`lement de´crite par les pre´dictions du mode`le incohe´rent
lorsque c’est le terme relie´ a` la section eﬃcace totale d’extinction qui domine la force ou
bien si ce comportement expe´rimental se rapproche plus des pre´dictions donne´e par les
solutions Many Body.
Dans l’hypothe`se ou` le comportement des donne´es expe´rimentales se rapprocherait
des pre´dictions donne´es par les solutions Many Body, il peut eˆtre dangereux, voir meˆme
totalement errone´, d’attribuer entie`rement cette re´duction drastique de la force aux eﬀets
coope´ratifs. En eﬀet les solutions Many Body aux dipoˆles couple´s (en plus de de´crire les
eﬀets coope´ratifs), de´crivent aussi bien les eﬀets de diﬀractions lie´s a` la taille transverse
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Figure 4.20 – E´volution de la force applique´e au centre de masse du nuage dans F = 2
normalise´e par la force applique´e a` un seul atome (Fc/F1) en fonction de l’e´paisseur
optique a` re´sonnance b0 du nuage pour un de´saccord de faisceau pousseur nul (∆0 = 0Γ0
et b(∆0) = b0). Ces points expe´rimentaux ont e´te´ obtenus avec la nouvelle proce´dure
expe´rimentale que nous allons de´crire dans cette section. On remarque clairement que
dans le re´gime de diﬀusion multiple (b0 > 1) le ratio de la force continue de diminuer en
fonction de l’e´paisseur optique du nuage.
du nuage grande devant la longueur d’onde λ et nous ne sommes pas capable, en l’e´tat
actuel des connaissances, de savoir dans quelles mesures ces eﬀets de diﬀractions jouent
sur un roˆle dans la re´duction de la force exerce´e sur le centre de masse du nuages lorsque
le faisceau pousseur est a` re´sonance. De plus garder le de´saccord ∆0 du faisceau pousseur
constant tout comme la taille du nuage k0σr tout en augmentant son e´paisseur optique (en
augmentant le nombre d’atomes N) est e´quivalent a` augmenter la masse de ce syste`me
ce qui pourrait expliquer de manie`re triviale cette re´duction du de´placement du centre de
masse en fonction de l’e´paisseur optique. C’est pourquoi nous avons choisi de conside´rer
le proble`me sous un autre angle en scannant la transition atomique F = 2→ F ′ = 3 avec
le de´saccord du faisceau sonde en maintenant l’e´paisseur optique a` re´sonance constante.
La ﬁgure 4.21 est une courbe de test nous montrant le de´placement ∆xc du centre
de masse du nuage dans F = 2 en fonction du de´saccord du faisceau pousseur ∆0 pour
diﬀe´rentes e´paisseurs optiques a` re´sonance ﬁxe´es (b0 = 0.38 a` 7.58). Les donne´es ont e´te´
prises avec une intensite´ constante du faisceau pousseur telle que I/Isat = 0.01 et le temps
d’allumage du faisceau est de 50µs ce qui nous fait e´changer entre Nγ = 10 photons pour
∆0 = 0Γ0 et Nγ = 1 pour ∆0 = ±1.5Γ0. L’eﬀet observe´ a` la ﬁgure ?? est toujours observe´
dans le mesure ou` l’on observe une re´duction drastique du de´placement du centre de masse
du nuage. Cependant, le nombre de photons e´change´s e´tant supe´rieur pour les de´saccords
proches de la re´sonance il est e´vident que le nuage sera plus pousse´ vers ces parame`tres
que lorsque l’on s’e´loigne de la re´sonance. Cependant en modiﬁant le nombre de photons
e´change´s en fonction du de´saccord du faisceau pousseur, il est diﬃcile d’en de´duire un
comportement cohe´rent qui de´pend de l’e´paisseur optique b(∆0) et de mettre en e´vidence
une cohe´rence de phase aboutissant a` une re´duction de la pression de radiation dans le
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Figure 4.21 – De´placement du centre de masse du nuage dans F = 2 en fonction du
de´saccord du faisceau pousseur −1.5Γ0 < ∆0 < +1.5Γ0 pour diﬀe´rente e´paisseurs optiques
a` re´sonance maintenues constantes 0.38 6 b0 6 7.58. Dans cette se´rie de mesures l’intensite´
est maintenue constante telle que I/Isat = 10
−2 ce qui a pour conse´quence que le nombre
de photons e´change´s varie entre Nγ = 10 pour ∆0 = 0Γ0 et Nγ = 1 pour ∆0 = ±2Γ0.
Les observations pre´ce´dentes faite sur la diminution drastique de la force applique´e au
centre de masse du nuage a` re´sonance (∆0 = 0Γ0) restent les meˆmes que pour la ﬁgure
4.20 cependant il est diﬃcile de quantiﬁer ce phe´nome`ne alors que l’impulsion initiale du
nuage (le nombre de photon e´change´ Nγ) varie en fonction du de´saccord.
re´gime de diﬀusion multiple b(∆0) > 1 c’est pourquoi nous avons opte´s pour des scans ou`
l’on garde le parame`tre de saturation s(∆0) constant.
La ﬁgure 4.22 nous montre le de´placement du centre de masse du nuage en fonction
du de´saccord −1.5Γ0 ≤ ∆0 ≤ +1.5Γ0 du faisceau pousseur pour diﬀe´rentes e´paisseur
optiques a` re´sonance au centre du nuage b0 = 1.1 a` 9.7. Ici le parame`tre de saturation est
maintenu constant tel que s(∆0) = 2.10
−2 et le faisceau pousseur est allume´ de manie`re a`
e´changer en moyenne Nγ = 50 photons quel que soit le de´saccord. On remarque clairement
l’eﬀet cohe´rent survivant dans le re´gime de diﬀusion multiple aboutissant a` la re´duction du
de´placement ∆xc du centre de masse du nuage lorsque le de´saccord du faisceau pousseur
est proche de re´sonance. Il est important de noter a` nouveau que la taille du nuage a
e´te´ maintenue constante ce qui minimise les eﬀets de diﬀraction lie´s a` la taille transverse
du nuage. On peut enﬁn comparer les comportements nume´riques donne´s par le mode`le
incohe´rent et la solution ”Many Body” a` nos donne´es expe´rimentales en s’inte´ressant au
rapport de la force collective applique´e au centre de masse du nuage et de la force ressentie
par un atome inde´pendant.
La ﬁgure 4.23 nous montre l’e´volution de la force Fc applique´e au centre de masse
normalise´e par la force F1 ressentie par un atome inde´pendant (courbe rouge) pour un
nuage d’e´paisseur optique a` re´sonance constante b0 = 6.1± 0.47 en fonction du de´saccord
∆0 variant entre −1.5Γ0 et +1.5Γ0. Les pre´dictions the´oriques donne´es par le mode`le
incohe´rent (courbe verte) et les solutions Many Body (courbe bleu) ne pre´sentent que
peu de diﬀe´rences, ce qui ne nous permet pas de rapprocher cette diminution de la force,
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Figure 4.22 – De´placement du centre de masse du nuage dans F = 2 en fonction du
de´saccord du faisceau pousseur −1.5Γ0 < ∆0 < +1.5Γ0 pour diﬀe´rentes e´paisseurs op-
tiques a` re´sonance maintenues constantes 1.1 6 b0 6 9.71. Dans cette se´rie de mesure le
parame`tre de saturation s(∆0) = 2.10
−2 a e´te´ maintenu constant de telle sorte a` e´changer
en moyenne Nγ = 20 photons. On remarque encore une re´duction drastique du de´place-
ment ∆xc du centre de masse du nuage dans F = 2 a` la re´sonance ∆0 = 0Γ0.
lorsque l’on se rapproche de la re´sonnance atomique, a` un eﬀet cohe´rent ou un eﬀet
incohe´rent. La courbe noire montre quant a` elle le comportement de la force lorsque l’on
conside`re uniquement le terme de la force incohe´rente relie´ au diagramme d’e´mission. On
remarque une diﬀe´rence qualitative entre cette dernie`re et les pre´dictions donne´es par les
deux autres mode`les. La diﬀe´rence quantitative entre nos donne´es expe´rimentales et les
comportements donne´s par le mode`le incohe´rent et les solutions Many Body peut avoir
plusieurs origines tout comme une re´partition non uniforme des atomes dans tous les
sous niveaux Zeeman avant le processus d’imagerie d’absorption ou encore la polarisation
circulaire du faisceau pousseur mal controˆle´e.
Comme nous l’avons e´nonce´ pre´ce´demment lorsque nous avons de´crit le processus
d’imagerie d’absorption qui nous sert a` mesurer l’e´paisseur optique du nuage, ce der-
nier n’est pas parfait et il peut y avoir des sources d’erreurs lie´es a` la largeur spectrale
de la DFB que nous utilisons ou bien meˆme lie´es au diﬀe´rences dans les force des transi-
tions entre les diﬀe´rents sous niveaux Zeeman qui ne sont pas prise en compte par notre
imagerie d’absorption a` tre`s faible intensite´ [182].
E´tude de l’e´volution de la tempe´rature du nuage et des fluctuations au coup
par coup.
De la meˆme manie`re que nous l’avons fait a` la section pre´ce´dente, nous pouvons aussi
nous inte´resser a` l’e´volution de la tempe´rature du nuage en fonction du de´saccord ∆0 pour
une e´paisseur optique a` re´sonance b0 ﬁxe´e. Nous regarderons e´galement le comportement
des ﬂuctuations au coup par coup en fonction du de´saccord.
Aﬁn de mesurer la tempe´rature du nuage, nous utilisons la meˆme proce´dure qu’a` la
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Figure 4.23 – E´volution de la force applique´e au centre de masse du nuage dans F = 2
normalise´e par celle ressentie par un atome inde´pendant (Fc/F1) en fonction du de´sac-
cord du faisceau pousseur −1.5Γ0 < ∆0 < +1.5Γ0 pour une e´paisseur optique a` re´sonance
maintenue constante b0 = 6.17 ± 0.47. Dans cette se´rie de mesure le parame`tre de sa-
turation s(∆0) = 8.10
−2 a e´te´ maintenu constant de telle sorte a` e´changer en moyenne
Nγ = 50 photons. On remarque encore une re´duction drastique de la force coope´rative
applique´e au centre de masse du nuage dans F = 2 a` lorsque l’on s’approche re´sonance
∆0 = 0Γ0.
section pre´ce´dente, c’est a` dire que nous mesurons l’e´talement de l’e´cart type du nuage
gaussien σ(tTOF ) apre`s un temps de vols de temps tTOF et nous utilisons la meˆme formule
donne´e a` l’e´quation (4.49) aﬁn de calculer la tempe´rature T du nuage. Nous ne regar-
derons seulement les tempe´ratures longitudinales Tz et transverses Ty pour deux e´pais-
seur optiques b0 et pour chacun des parame`tres de saturation que nous avons conside´re´
s(∆0) = 2.10
−2 et 8.10−2.
La ﬁgure 4.24 nous montre l’e´volution de la tempe´rature du nuage selon les directions
longitudinales Tz et transverses Ty en fonction du de´saccord ∆0 du faisceau pousseur pour
deux parame`tres de saturation diﬀe´rents s(∆0) = 2.10
−2 et 8.10−2 pour des nuages a` dif-
fe´rente e´paisseurs optiques a` re´sonance b0 = 1.46, 2.23, 6.17 et 6.54 maintenues constante
pendant la dure´e de l’expe´rience. On remarque clairement une re´duction du chauﬀage
lorsque le de´saccord du faisceau pousseur se rapproche de la re´sonance ∆0 ≃ 0Γ0. On
remarque e´galement que plus l’on va dans le re´gime de diﬀusion multiple b(∆0)≫ 1 pour
b0 = 6.17 et 6.54 plus cette re´duction du chauﬀage est importante. Ce comportement
peut avoir plusieurs origines physiques et nous n’avons pas re´ussi encore a` e´tablir laquelle
e´tait pre´dominante dans notre situation. Il y a tout d’abord dans les phe´nome`nes triviaux
une compression de la taille longitudinale du nuage qui pourrait avoir une signature simi-
laire sur la tempe´rature mesure´e apre`s temps de vol. En eﬀet les atomes du coˆte´ e´claire´
par le faisceau pousseur n’e´tant pas aﬀecte´ par l’ombre des autres atomes (c’est a` dire
l’atte´nuation du faisceau lorsqu’il traverse le nuage optiquement dense) sont plus pous-
se´s vers l’avant que les autre atomes situe´s de l’autre coˆte´ du nuage voyant un faisceau
dont l’intensite´ est atte´nue´e telle que I = I0 exp(−b(∆0)). Un autre eﬀet moins trivial
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Figure 4.24 – E´volution de la tempe´rature du nuage dans F = 2 selon les directions
longitudinales Tz et transverse Ty en fonction du de´saccord ∆0 du faisceau pousseur pour
deux parame`tre de saturation diﬀe´rents s(∆0) = 2.10
−2 (ﬁgures du bas) et s(∆0) = 8.10
−2
pour diﬀe´rente e´paisseurs optiques a` re´sonance b0 = 1.46, 2.23, 6.17 et 6.54 maintenues
constantes pendant la dure´e de l’expe´rience. On remarque une diminution singulie`re du
chauﬀage selon la direction longitudinale Tz lorsque l’on s’approche de re´sonance (∆0 ≃
Γ0) avec le faisceau pousseur alors que la tempe´rature selon la direction transverse Ty
semble varier tre`s peu et rester proche de la tempe´rature initiale du nuage. Les diﬀe´rences
apparentes dans ces tempe´ratures initiales proviennent de la proce´dure expe´rimentale pour
obtenir une certaine e´paisseur optique b0 ou` nous modiﬁons les parame`tres du Dark MOT
donc sa tempe´rature initiale e´galement.
est la disparition a` re´sonance des forces coope´ratives dipolaires qui pourrait se traduire
par une re´duction du chauﬀage e´galement [183]. Enﬁn un dernier eﬀet qui expliquerait
cette re´duction du chauﬀage serait une inversion des interactions entre atomes induites
par la lumie`re lorsque cette dernie`re est proche de re´sonance [184]. Les diﬀe´rences appa-
rentes dans les tempe´ratures transverses Ty, proches de la tempe´rature initiale du nuage
avant d’eˆtre pousse´ proviennent du fait que nous modiﬁons les parame`tres du Dark MOT
aﬁn d’avoir un controˆle sur l’e´paisseur optique b0 du nuage, modiﬁant par conse´quent sa
tempe´rature initiale.
Une observation inte´ressante qui a e´te´ faite au cours des prises de donne´es expe´rimen-
tales est l’augmentation des ﬂuctuations au coup par coup de la position du centre de
masse lorsque le de´saccord du faisceau s’approche de la re´sonance suivi d’une diminution
drastique des ce ﬂuctuation lorsque le faisceau est a` re´sonance (∆0 = 0Γ0). La ﬁgure 4.25
175 INLN-Institut Non Line´aire de Nice
CHAPITRE 4. ETUDE EXPE´RIMENTALE DES EFFETS COOPE´RATIFS.
-1.4-1.05-0.7-0.3500.350.71.051.4
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
 
Push Beam Detuning ∆0 (Γ0 units)
 O
n
 
re
so
n
an
ce
 
O
pt
ic
al
 
Th
ic
kn
es
s 
b 0
∆ x
c
 (mm)
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
Figure 4.25 – Figure a` deux dimension (de´saccord du faisceau pousseur ∆0, e´paisseur
optique a` re´sonance b0) des ﬂuctuations statistiques du de´placement ∆xc du centre de
masse du nuage. On remarque clairement que ces ﬂuctuations sont maximales pour les
de´saccords ∆0 = ±1Γ0 et qu’elles s’atte´nuent de manie`re drastique lorsque le de´saccord du
faisceau pousseur est nul ∆0 = 0Γ0. Cependant pas de the´orie explique a` l’heure actuelle
ce comportement.
nous montre une repre´sentation a` 2 dimensions dans l’espace des parame`tres de´saccord
du faisceau pousseur/e´paisseur optique (∆0, b0) des ﬂuctuations statistiques du de´place-
ment ∆xc du centre de masse du nuage pousse´ par le faisceau incident. A l’oppose´ des
observations que l’on peut faire a` partir des simulations nume´riques Many Body sur la
ﬁgure 4.23 ou` les ﬂuctuations augmentent lorsque le de´saccord du faisceau pousseur est a`
re´sonance, on remarque dans nos donne´es expe´rimentales une diminution drastique de ces
dernie`res pour un de´saccord nul ∆0 = 0Γ0 et ce quelle que soit l’e´paisseur optique consi-
de´re´e. En l’e´tat actuel des choses aucune the´orie ne pre´dit un comportement similaire. Il
faut toutefois rester prudent car ce type de comportement peut eˆtre le fait d’un bruit en
fre´quence du faisceau laser incident.
4.4 Conclusions et perspectives sur la Diffusion Multiple Cohe´-
rente.
Dans cette section nous avons mesure´ une re´duction drastique de la force applique´e
au centre de masse du nuage dans le re´gime de diﬀusion multiple. A ce stade nous ne
sommes pas encore en mesure de relier cette physique a` un eﬀet cohe´rent survivant dans
le´ re´gime de diﬀusion multiple ou a` un eﬀet incohe´rent lie´ a` l’atte´nuation du faisceau a`
l’inte´rieur du nuage. Une autre explication possible est que la force ne soit pas la bonne
observable aﬁn de mettre en e´vidence la signature d’eﬀets coope´ratifs dans le re´gime de
diﬀusion multiple.
Une e´tude inte´ressante en cours est de savoir dans quelles gammes de parame`tres les
pre´dictions, sur l’observable force, donne´es par les solutions Timed Dicke et le mode`le
incohe´rent diﬀe`rent et s’il est possible de mettre en e´vidence des eﬀets cohe´rents domine´s
par les eﬀets coope´ratifs survivants dans le re´gime diﬀusion multiple. Pour cela plusieurs
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pistes sont envisageables tout comme aller explorer des de´saccords e´leve´s (|∆0| > 5Γ0)
pour des syste`mes optiquement tre`s e´pais (b0 > 50).
5 Pre´paration de l’e´tude des e´tats sousradiants dans
les nuages dilue´s.
Un dernier projet expe´rimental qui n’est pas encore aboutis a` ce jour est l’e´tude des
e´tats sousradiants a` une excitation pouvant eˆtre pre´sent dans les nuages spatialement
dilue´s et optiquement denses b0 ≫ 1 et ρλ3 ≪ 1. Certains travaux the´oriques ayant de´ja`
donne´s quelques indications aﬁn de les observer et de les controˆler [35], nous pensons qu’il
peut eˆtre possible de les de´tecter dans nos syste`mes et voir meˆme de les utiliser par la
suite aﬁn d’autre e´tats exotiques situe´s entre localisation forte au sens d’Anderson et e´tats
coope´ratifs tels que cela est observe´ nume´riquement dans des syste`mes ide´aux.
De manie`re ge´ne´rale, la sousradiance est un eﬀet d’interfe´rences destructives aboutis-
sant au pie´geage partiel de l’excitation a` l’inte´rieur du syste`me. En eﬀet la pre´sence des
atomes modiﬁant la densite´ d’e´tats des modes du vide joue un roˆle e´quivalant a` celui d’une
cavite´ empeˆchant le couplage vers l’exte´rieur de l’e´tat ”atome+excitation”. Il faut toutes
fois remarquer qu’il n’est pas e´vident des se coupler directement a` l’aide d’un faisceau
incident a` ces e´tats sousradiants, le couplage s’eﬀectuant de manie`re privile´gie´e avec les
e´tats superradiant dont les largeurs sont singulie`rement plus grandes. Il a cependant e´te´
montre´ qu’il e´tait possible d’avoir un controˆle sur le nombre et le comportement de ces
e´tats en jouant sur l’e´paisseur optique a` re´sonance b0 du nuage, sur sa tempe´rature T et
sur le de´saccord ∆0 du faisceau incident.
Dans un premier temps nous eﬀectuerons un bref rappel sur la dynamique des e´tats
sousradiants et la relaxation d’un syste`me de´crivant N dipoˆles couple´s a` un champ inci-
dent. Nous de´crirons ensuite quels sont les diﬀe´rents e´le´ments dont on doit tenir compte
aﬁn de s’assurer de l’observation de ces e´tats.
5.1 Rappels the´oriques sur l’e´tude des e´tats sousradiant dans
les nuages d’atomes froids dilue´s.
Comme nous l’avons e´nonce´ pre´ce´demment, la sousradiance est un e´tat me´tastable
issu d’un eﬀet d’interfe´rences destructives. Dans le chapitre pre´ce´dent nous avons vu
qu’il existait une certaine confusion entre les e´tats localise´s par le de´sordre au sens de
la localisation d’Anderson et les e´tats pie´ge´s par la pre´sence des autres atomes donc le
couplage vers l’exte´rieur est fortement diminue´. D’une manie`re intuitive, il est possible de
voir la dynamique des e´tats sousradiants a` partir de l’Hamiltonien eﬀectif que nous avons
e´tudie´ au chapitre pre´ce´dent (eqs. (2.88) et (2.90)). Cependant, la non hermicite´ de ce
dernier rend l’e´tude complexe car les vecteurs propres gauche de Heff ne sont pas e´gaux
au vecteurs propres droits :
Heff |Φ(d)j 〉 = Λj|Φ(d)j 〉 (4.50)
〈Φ(g)j |Heff = 〈Φ(g)j |Λ′j (4.51)
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avec 〈Φ(g)j |Φ(d)j 〉 6= 1 et Λ′j 6= Λj. En se servant de l’e´quation d’e´volution de l’e´tat |Ψ〉
de´crivant le syste`me de N dipoˆle couple´s 8 :
i
d|Ψ〉
dt
= Heff |Ψ〉, (4.52)
il est possible d’exprimer l’e´tat |Ψ〉 dans lequel le syste`me se trouve tel que |Ψ〉 =∑
j
ξj|Φ(d)j 〉 et de conside´rer la relaxation du syste`me telle que :
d〈Ψ|Ψ〉
dt
=
∑
j
∑
k
ξ∗kξj(Λ
′
k − Λj)〈Φ(g)j |Φ(d)k 〉. (4.53)
Cette dernie`re expression montre a` quel point la non hermicite´ de l’Hamiltonien eﬀec-
tif Heff rend le proble`me complexe et non solvable analytiquement si l’on conside`re la
relaxation de tous les modes a` la fois.
Lorsque les dipoˆles les dipoˆles ont e´te´ suﬃsamment excite´s par le faisceau incident, on
peut conside´rer que les dipoˆles sont dans leur e´tats stationnaire (β˙j ≃ 0) et il est alors
possible d’exprimer l’e´tat du syste`me en le de´composant sur la base des e´tats propres de
l’Hamiltonien eﬀectif au moment ou` le faisceau s’e´teint (t = 0) tel que :
|Ψ(0)〉 =
∑
j
χj|Φ(d)j 〉. (4.54)
En se servant de l’e´quation (4.52) on peut donc exprimer l’e´tat du syste`me au temps t tel
que :
|Ψ(t)〉 =
∑
j
ξje
−iΛjt|Φ(d)j 〉. (4.55)
On peut donc re´exprimer la relaxation de la densite´ d’e´nergie du syste`me telle que :
〈Ψ|Ψ〉 =
∑
j
|ξj|2e−iΓat,it +
∑
j
∑
k 6=j
ξ∗kξje
−i(Λj−Λ
′
k
)t〈Φ(g)j |Φ(d)k 〉. (4.56)
ce qui montre la diﬃculte´ lie´e au fait de la non orthogonalite´ des vecteurs propres de Heff
aﬁn d’obtenir une solution analytique pour une situation de´rivant plus de N = 2 atomes.
Cependant, malgre´ la complexite´ apparente de ce proble`me, on peut s’attendre de manie`re
intuitive a` ce que les e´tats qui restent pre´sents dans le syste`me soit les e´tats sous radiant qui
ne se couplent pas ou tre`s peu aux autres modes. On peut donc pre´voir qu’apre`s un re´gime
de relaxation transitoire complexe, ou` la relaxation des tous les e´tats est diﬃcilement
descriptible d’un point de vue analytique, il ne survive plus dans le syste`me que l’e´tat
au plus long temps de vie c’est a` dire ayant la largeur de mode la plus ﬁne. Cet e´tat,
dont nous avons e´tudie´ le comportement au chapitre pre´ce´dent de´ﬁnis a` l’e´quation (3.49)
et repre´sente´ a` la ﬁgure 3.11, se relaxe du syste`me de manie`re exponentielle sans eˆtre
perturbe´s par les relaxations des autre modes qui sont de´ja` hors du syste`me tel que :
〈Ψ|Ψ〉 = |ξSub|2e−iΓSubt. (4.57)
8. En toute rigueur il faut aussi conside´rer l’e´volution du couplage du syste`me avec le champ incident et
rajouter un deuxie`me terme a` cette e´quation mode´lisant le couplage du champ laser avec l’e´tat syme´trique
(superradiant), qui est e´quivalent dans la situation de´crivant N = 2 atomes a` l’e´tat de´crit a` l’e´quation
(3.7).
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Figure 4.26 – Dispositif expe´rimental du syste`me nous permettant de re´aliser l’extinction
rapide du faisceau sonde aﬁn d’exciter le nuage pour y de´tecter des modes sousradiants.
Le premier te´lescope confocal nous permet de re´duire une premie`re fois le diame`tre du
faisceau et le deuxie`me te´lescope nous permet d’obtenir un tre`s petit waist du faisceau a`
l’inte´rieur du Modulateur Acousto-Optique. Sur ce sche´ma nous n’avons pas repre´sente´
l’ordre 0 bloque´ par le diaphragme apre`s la seconde lentille du deuxie`me te´lescope.
C’est pourquoi nous nous attendons a` observer expe´rimentalement apre`s un temps long
une de´croissance exponentielle caracte´ristique d’un e´tat sousradiant existant dans un
nuage dilue´ dont la taille est grande devant la longueur d’onde. Comme nous l’avons
e´voque´ au de´but de ce chapitre, les densite´s spatiale de diﬀuseurs que nous conside´rons
sont de l’ordre de ρλ3 ≃ 10−2-10−1. En se rappelant les re´sultats nume´riques obtenus au
chapitre pre´ce´dent sur la valeur moyenne minimum des largeurs des modes (ﬁgure 3.11) on
peut s’attendre a` ce que le temps de vie minimum soit domine´ par les paires coope´ratives
d’atomes. Cette remarque rejoint une remarque de la re´fe´rence [92] disant que les e´tats
sousradiants sont des ensembles de paires dans des e´tats antisyme´triques.
5.2 Mise en place d’un syste`me de coupure rapide.
Un des points les plus importants aﬁn d’observer une signature de la sousradiance dans
des milieux dilue´s est la mise en place d’un syste`me permettant de couper le faisceau de
manie`re nette et rapide par rapport au temps typique associe´ a` la largeur naturelle de l’e´tat
excite´ τat = 1/Γat = 26ns. La fraction d’e´tats sousradiants e´tant aussi tre`s faible dans
le signal de ﬂuo re´colte´ il faut aussi veiller a` ce que le taux d’extinction soit aussi grand
(aux alentours des 30dB). Pour cela deux solutions expe´rimentales ont e´te´ envisage´es. Le
premie`re e´tant de mettre en se´rie un modulateur e´lectro-optique EOspace AZ-0K5-10-
PFU-SFU-780 en se´rie avec un Modulateur Acousto-Optique (AOM) Crystal Technology
3080-122. Cependant malgre´ l’extinction rapide du modulateur e´lectro-optique sur 10dB
en 7ns un proble`me que nous n’avons pu re´gler a e´te´ la de´rive du seuil de sa consigne. Nous
avons donc opte´ pour un syste`me ne comprenant que le Modulateur Acousto-Optique en
conﬁguration simple passage dans lequel nous injectons un faisceau fortement focalise´. Le
dispositif expe´rimental est de´crit a` la ﬁgure 4.26 et consiste tout d’abord en une ﬁbre
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Figure 4.27 – Repre´sentation sche´matique d’un faisceau gaussien injecte´ dans un Modu-
lateur Acousto-Optique dont le cristal a` une longueur L.
optique P1-780PM-FC-5 monomode a` maintien de polarisation dans laquelle on a injecte´
l’ordre 0 provenant du Modulateur Acousto-Optique qui controˆle le faisceau sonde nous
servant a` faire l’imagerie par absorption, aﬁn de rendre bien gaussien le mode du faisceau
que l’on va injecter dans l’AOM nous servant a` re´aliser la coupure rapide. En sortie de
ﬁbre nous avons place´ un collimateur aﬁn que le mode gaussien soit bien collimate´ et nous
faisons passer ce dernier par un te´lescope confocal, compose´ d’une premie`re lentille de
focale f = 200mm et d’une deuxie`me lentille de focale f = 100mm, aﬁn de re´duire dans
un premier temps le waist du faisceau d’un facteur 2. Nous nous servons ensuite d’un
deuxie`me te´lescope confocal dont la premie`re lentille a une courte focale (f = 50mm) aﬁn
que le waist du faisceau a` l’inte´rieur du Modulateur Acousto-Optique soit petit. Nous nous
aﬀranchissons de l’ordre 0 de l’AOM a` l’aide d’un diaphragme et nous injectons l’ordre
−1 dans une ﬁbre optique monomode a` maintien de polarisation aﬁn d’envoyer le faisceau
sur le nuage d’atomes.
Il est cependant le´ge`rement errone´ de croire que plus le faisceau injecte´ dans le Modu-
lateur Acousto-Optique sera focalise´ plus le temps d’extinction sera court. En eﬀet dans
l’approximation de l’optique gaussienne, bien que le faisceau ait un diame`tre do tre`s pe-
tit a` l’inte´rieur du Modulateur, sa divergence fait qu’il existe un rapport ’longueur du
cristal/longueur de Rayleigh (zR)’ aﬁn que le temps d’extinction soit optimum. En eﬀet
l’extinction du faisceau se fait sur la totalite´ du waist w(L/2) du faisceau en sortie et en
entre´e du modulateur (ﬁgure 4.27). Selon le constructeur, le temps typique d’allumage
’10%-90%’ du Modulateur Acousto-Optique est donne´ par la formule :
t1all = 0.66
do
Vac
. (4.58)
ou` do = 2w0 est le diame`tre du faisceau et Vac est la vitesse de l’onde acoustique dans
le cristal du modulateur. La limitation de ce temps e´tant le temps de transite de l’onde
acoustique a` travers le faisceau optique. Bien que le temps d’allumage et les temps d’ex-
tinction ne soient pas tout a` fait e´gaux a` cause d’un de´calage Doppler lie´ a` la propagation
dans un sens de l’onde acoustique on peut poser pour le temps d’extinction t1all ≃ t1ext. Il
est aussi commune´ment adopte´ que le temps d’allumage est plus rapide lorsque le faisceau
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Figure 4.28 – E´volutions des temps d’extinction donne´ par les e´quations (4.58) (courbe
verte) et (4.61) (courbe bleu) en fonction du waist w0 du faisceau a` l’inte´rieur du Modula-
teur Acousto-Optique. On remarque clairement que la prise en compte de la divergence du
faisceau a` l’inte´rieur du modulateur ame`ne a` des diﬀe´rences drastiques lorsque la longueur
de Rayleigh zR du faisceau devient e´gale a` la taille du cristal.
est injecte´ dans l’ordre +1 et que le temps d’extinction est plus rapide lorsque le faisceau
est injecte´ dans l’ordre −1.
Il faut cependant noter que l’expression donne´e a` l’e´quation (4.58) ne tient pas compte
de la divergence du faisceau a` l’inte´rieur du Modulateur Acousto-Optique qui peut devenir
dans le cas d’un faisceau fortement focalise´ dans l’AOM un facteur limitant. En faisant
l’hypothe`se que le point ou` est focalise´ le faisceau est eﬀectivement au centre du cristal
du modulateur w(z = 0) = w0, il est possible de connaˆıtre la valeur du waist du faisceau
selon son axe de propagation z dans tout le cristal tel que :
w(z) = w0
√
1 +
(
z
zR
)2
. (4.59)
avec zR la longueur de Rayleigh de´ﬁnie telle que zR = πw
2
0/λ. On peut donc de´ﬁnir
le temps d’extinction t2ext(w0) en tenant compte de la divergence du faisceau dans le
modulateur tel que :
t2ext(w0) =
1
L
∫ L
2
−L
2
dz
1.32w(z)
Vac
(4.60)
ce qui nous donne au ﬁnal comme expression du temps d’extinction :
t2ext(w0) =
1.32
Vac
zRw0
L

 L
2zR
√
1 +
(
L
2zR
)2
+Argsh
(
L
2zR
) . (4.61)
La ﬁgure 4.28 nous montre l’e´volution des temps d’extinctions t1ext et t2ext en fonction
du waist w0 du faisceau dans le Modulateur Acousto-Optique. Ici nous avons pris comme
parame`tres (longueur du cristal, ce´le´rite´ de l’onde acoustique...) ceux donne´s dans les
spe´ciﬁcations pour le Modulateur Acousto-Optique que nous utilisons au cours de nos
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expe´riences c’est a` dire une vitesse d’onde acoustique Vac = 4.2mm.µs
−1 et une longueur
de cristal L = 2.5mm. On remarque clairement qu’a` partir d’un waist de 20µm l’inﬂuence
de la divergence du faisceau sur le temps d’extinction devient non ne´gligeable pour aboutir
au-dela` pour un waist de faisceau qui tend vers 0 a` une divergence de faisceau qui devient
inﬁnie. Cela nous montre donc que la prise en compte de la divergence du faisceau gaussien
devient importante lorsque l’on cherche a` optimiser les temps d’extinction et d’allumage
du faisceau par un Modulateur Acousto-Optique. Ici on observe que le temps d’extinction
minimum que l’on puisse atteindre avec notre AOM est de 5.7ns pour un waist de 13µm ce
qui est bien infe´rieur aux contraintes impose´ par le temps typique d’e´mission d’un atome
τat = 27ns.
Un point important a` souligner que nous avons e´nonce´ au de´but de cette section est qu’il
faut a` la fois e´teindre rapidement le faisceau avec un bon taux d’extinction e´galement.
Vu que nous disposons d’une certaine marge vis a` vis du temps d’extinction minimum
min(t2ext) = 5.7ns compare´ au temps associe´ a` la largeur naturelle de l’e´tat excite´ τat =
27ns, nous avons choisi de travailler avec un faisceau dont le waist est w0 = 38µm aﬁn
de ne pas trop de´te´riorer le taux d’extinction et de garder un temps d’extinction faible
devant t2ext = 12ns< τat = 26ns.
Nous avons e´galement veille´ a` optimiser l’extinction e´lectronique du signal Radio Fre´-
quences aﬁn de s’assurer qu’il ne subsistait une puissance optique re´siduelle injecte´e dans
l’ordre −1 due a` une mauvaise extinction e´lectrique. Pour cela nous avons choisi d’utili-
ser un switch (interrupteur) Mini Circuits ZYSWA-2-50DR de bande passante 5GHz aﬁn
de faire basculer le signal RF d’un canal allant vers l’ampliﬁcateur vers un canal auquel
nous avons connecte´ a` un bouchon d’impe´dance 50Ohm pour couper le signal e´lectrique.
Le temps de coupure du switch text,elec = 5ns n’est pas en soi un facteur limitant c’est
pourquoi nous nous somme concentre´ sur le taux d’extinction du signal RF en sortie de
switch La ﬁgure 4.29 montre le spectre du signal RF lorsqu’un switch laisse passer le signal
(courbe bleue) lorsqu’un switch est e´teint (courbe rouge) et lorsque deux switchs branche´s
en se´rie sont e´teints (courbe verte). On remarque que l’utilisation d’un unique switch ne
parvient pas a` e´teindre totalement le signal dans la mesure ou` on continue d’observer
un signal tre`s faible (a` −82.7dBm). Bien que ce signal pourrait eˆtre ne´glige´ il ne faut
pas oublier que nous avons eﬀectue´ la mesure avant l’ampliﬁcateur de puissance ce qui
peut avoir des conse´quences ne´fastes sur une e´ventuelle puissance optique re´siduelle dans
l’ordre −1 que l’on cherche a` couper au mieux. Nous avons donc choisit de travailler avec
deux switch de la meˆme re´fe´rence branche´s en se´rie et controˆle´ par le meˆme signal TTL
(0-5V).
5.3 Perspectives sur les expe´riences de sousradiance.
A ce stade il nous reste a` travailler sur un syste`me de de´tection rapide ”propre”. Plu-
sieurs dispositifs ont e´te´ teste´s (Photodiode Ultra Rapide, Photodiode a` avalanche, Photo
Multiplicateur...) et tous pre´sentent des limites a` l’observation des signaux atomiques
de sousradiance. En eﬀet aﬁn d’observer une signature de la sousradiance dans nuage
d’atomes froids dilue´s, les expe´riences de ﬂuorescence doivent s’eﬀectuer loin de re´sonance
∆0 ≃ 5Γ0 aﬁn de ne pas eˆtre pollue´ par les eﬀets de pie´geage de la lumie`re lie´ a` la diﬀusion
multiple [40] et d’eˆtre aussi dans le re´gime de diﬀusion simple b(∆0) < 1 ce qui re´duit
conside´rablement le rapport signal a` bruit de ce type d’expe´rience. A ce jour la solution
pour laquelle nous avons opte´ est l’utilisation d’un Photo Multiplicateur de la marque
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Figure 4.29 – Spectre repre´sentant la porteuse centre´e sur la fre´quence centrale de l’oscil-
lateur e´lectrique en tension avec un switch allume´ (courbe bleue), un switch e´teint (courbe
rouge) et deux switch branche´s en se´rie controˆle´ par le meˆme signal TTL (courbe verte).
On remarque bien que lorsque l’on utilise qu’un seul switch le signal e´lectrique bien qu’il
soit faible n’est pas totalement e´teint.
Perkin Helmer en mode comptage de photon. Cependant les eﬀets lie´ a` l’after pulse de ce
type de syste`me de de´tection sont le principal facteur limitant a` l’observation de signaux
atomique nous permettant d’obtenir une indication sur l’existence d’e´tat sousradiants.
Il faut e´galement remarquer que les calculs the´oriques [35] ont e´te´ e´labore´s dans l’ap-
proximation scalaire, qui est, comme nous l’avons vu pre´ce´demment dans ce manuscrit,
un mode`le tre`s simpliﬁe´ et parfois errone´. Un point inte´ressant serait de refaire les meˆme
calculs en prenant en compte le caracte`re vectoriel de la lumie`re ainsi que les eﬀets lie´s
a` l’e´change de photons virtuels en ne faisant pas l’approximation de l’onde tournante
[21, 53].
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Chapitre 5
Conclusions et perspectives
Au cours de ce travail de the`se nous avons tout d’abord e´tudie´ nume´riquement les
eﬀets coope´ratifs et la localisation de la lumie`re dans un nuage d’atomes froids dont la
taille est grande devant la longueur d’onde en eﬀectuant une comparaison syste´matique
entre l’approximation scalaire pour la lumie`re et la situation ou` son caracte`re vectoriel est
conside´re´. L’e´tude expe´rimentale des eﬀets coope´ratifs nous a permis de ve´riﬁer la validite´
de l’approximation Timed Dicke au re´gime de diﬀusion simple et nous avons e´galement
observe´ une re´duction drastique de la force applique´e au centre de masse du nuage dans
le re´gime de diﬀusion multiple.
L’e´tude des valeurs propres de l’Hamiltonien eﬀectif d’interaction matie`re rayonnement
au chapitre 3 nous a permis de mettre en e´vidence des comportements lie´es aux eﬀets
coope´ratifs dans le sens qu’ils de´pendent de l’e´paisseur optique b0 tout comme l’e´volution
de l’exposant de la de´croissance alge´brique des distributions des largeurs de modes P (Γat)
ou encore dans le formes des distributions des distance plus proches voisins dans le plan
complexe P (s). Pour les distributions des largeurs des modes, la loi de puissance que nous
avons observe´e dans les cas scalaire et vectoriel se rapproche plus d’un comportement
relie´ a` de la diﬀusion anormale au point critique [36] (P (Γat) ∝ Γ−4/3at ) contrairement a` ce
qu’aﬃrment d’autres e´tudes associant cette de´croissance alge´brique a` des modes localise´s
fuyant a` travers la bordure du syste`me [26]. Nous avons e´galement vu dans les deux cas
(scalaire et vectoriel) que les largeurs maximum moyennes ΓMax e´taient domine´es par les
eﬀets coope´ratifs contrairement aux largeurs minimum moyennes Γmin qui sont domine´es
par les paires coope´ratives d’atomes dans la limite des nuages dilue´s (ρλ3 . 26). Dans la
limite de milieux denses ρλ3 > 26, nous avons vu que les paires sousradiantes continuent
de dominer les modes aux plus longs temps de vies dans le cas vectoriel alors qu’un autre
type de me´canisme diﬀe´rent de celui des paires coope´ratives semble apparaˆıtre dans le
cas scalaire. Il faut cependant eˆtre prudent avant de relier ce comportement, apparaissant
aux grande densite´s ρλ3 ≫ 1 dans le cas scalaire, a` des eﬀets de localisation forte de
type Anderson dans la mesure ou` la diminution du degre´ de recouvrement entre les modes
185
CHAPITRE 5. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES
κ (qui peut eˆtre une signature de la localisation d’Anderson) en fonction de la taille
k0L du syste`me est encore observe´e pour des milieux dont la taille est infe´rieure a` la
longueur d’onde et que la superradiance de Dicke est clairement observe´e. De plus ce
comportement est e´galement observe´ dans le cas d’un re´seau cubique ce qui ne va pas
dans le sens d’une localisation lie´e a` un de´sordre spatial dans les positions des atomes.
A ce stade il est donc diﬃcile d’aﬃrmer que l’observation de modes localise´s au sens
d’Anderson soit possible dans le type de syste`me que nous conside´rons. Cela ne veut pas
dire qu’il sera impossible d’observer ce type de comportement dans un nuage d’atomes
froids car il est tout a` fait envisageable d’ajouter des artiﬁces supple´mentaires au mode`le
que nous avons conside´re´ soit en ajoutant un de´sordre diagonal (en introduisant par
exemple un de´placement lumineux de l’e´tat excite´ a` l’aide d’un speckle ou encore en levant
la de´ge´ne´rescence Zeeman a` l’aide d’un gradient de champ magne´tique) soit en conside´rant
d’autre types d’interactions entres les atomes que l’interaction dipolaire e´lectrique. Il est a`
noter que la prise en compte de ces phe´nome`nes physique peut e´galement avoir un impact
sur les eﬀets coope´ratifs.
Contrairement au spectre et aux e´tats propres de l’Hamiltonien eﬀectif, la conside´ration
du taux d’e´mission du photon Γhν du nuage, relie´ au spectre de la partie imaginaire de
Heff ne montre que peu de diﬀe´rence entre les cas scalaire et vectoriel que ce soit dans la
limites des milieux denses ou dilue´s. Dans les deux cas, l’e´tude de cette quantite´ permet de
mettre en e´vidence un comportement d’e´chelle que l’on peut associer aux eﬀets coope´ratifs
dans la mesure ou` le parame`tre pertinent est l’e´paisseur optique b0, sans pour autant
qu’il y ait observation d’une transition de phase. Le me´canisme suppose´ a` la base de
ce comportement d’e´chelle est une synchronisation entre les dipoˆles lie´e aux interactions
longues porte´es.
L’e´tude expe´rimentale syste´matique des eﬀets coope´ratifs en se basant sur la proce´-
dure e´labore´e dans la re´fe´rence [28] nous a permis de mettre en e´vidence l’invalidite´ de
l’approximation Timed Dicked dans le re´gime de diﬀusion multiple. En eﬀet lorsque ce
re´gime est atteint un de´crochement syste´matique des donne´es expe´rimentales par rap-
port aux pre´dictions donne´es par les solutions Timed Dicked est observe´. Nous avons
e´galement observe´ un de´crochement apparaissant de manie`re syme´trique par rapport a`
la transition atomique pour un de´saccord du faisceau incident ∆0 = ±3.5Γ0 et dans le
re´gime de diﬀusion simple. A ce stade nous n’avons pas re´ussi a` le relier aux re´sonances de
Mie que nous cherchions au de´but de cette campagne de mesures. Nous avons e´galement
observe´ une re´duction drastique de la force applique´e au centre de masse du nuage dans
le re´gime de diﬀusion multiple. Dans l’e´tat actuel des choses nous n’avons pas encore
re´ussi a` de´montrer que cette re´duction drastique de la force e´tait relie´e a` un eﬀet cohe´rent
survivant dans le re´gime de diﬀusion multiple dans le sens ou` les pre´dictions the´oriques
donne´es par un mode`le de type Equation de Transfert Radiatif ne tenant pas compte
des eﬀets d’interfe´rences et celles donne´es par les solutions Many Body ne pre´sentes que
peu de diﬀe´rences et sont en accords qualitatif avec nos donne´e expe´rimentales. Un point
inte´ressant serait de savoir dans quelles gammes de parame`tres il est possible de mettre
en e´vidence un eﬀet cohe´rent dans le re´gime de diﬀusion multiple dont la me´canisme de
base serait les interactions longues porte´es pre´sente´es dans les solutions Many Body (tout
comme dans l’Hamiltonien eﬀectif Heff que nous avons e´tudie´ pre´ce´demment) ce qui nous
permettrait par exemple de faire un paralle`le avec le mode`le de Heisenberg [185], utilise´
aﬁn d’expliquer les eﬀets de supraconductivite´ a` haute tempe´rature critique, ouvrant un
tout nouveau champ dans le domaine des atomes froids. Enﬁn il se peut tout a` fait que
dans la gamme de parame`tres que nous avons explore´ expe´rimentalement, la force ne soit
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pas la bonne observable aﬁn de mettre en e´vidence des eﬀets coope´ratifs dans le re´gime
de diﬀusion multiple.
En conclusion, les perspectives de ce travail de the`se sont multiples. Tout d’abord en
ce qui concerne les e´tudes des valeur propres de l’Hamiltonien eﬀectif, la prises en compte
de phe´nome`ne physiques supple´mentaires tels que un de´placement lumineux des e´tats
excite´, la vitesse de atomes ou encore des couplages entre atomes autres que le couplage
dipolaire e´lectrique pourrait amener a` l’observation de comportement forts inte´ressant
dans le domaines de la localisation et des eﬀets coope´ratifs. Un dernier point inte´ressant
de´ja` aborde´ par certaines e´tudes [53, 21] serait de na pas faire certaines approximations
(comme l’approximation de l’onde tournante, l’approximation de Born Markov...) aﬁn de
voir leurs inﬂuence sur les eﬀets coope´ratifs.
Enﬁn d’un point de vue expe´rimental, les perspectives ouvertes par l’e´tude de la Diﬀu-
sion Multiple Cohe´rente peuvent faire des syste`mes tels que les nuages d’atomes froids, un
milieu test aﬁn d’e´tudier des eﬀets cohe´rents induits par les interactions longues porte´es
et robustes dans le re´gime de diﬀusion multiple. Un point expe´rimental diﬃcile a` re´aliser
serait d’arriver a` mesurer in situ la phase de dipoˆles atomiques dans le nuage aﬁn de voir
si la cohe´rence de cette dernie`re est observable expe´rimentalement ce qui serait en accord
avec les observations the´oriques en cours. Un dernier point qui ouvrirait un tout nouveau
champ dans le domaine des atomes froids serait de travailler sur un mapping entre le
mode`le de Heisenberg et le mode`le Many Body aﬁn de comprendre quelle est l’impor-
tance des eﬀets coope´ratifs dans des phe´nome`nes physiques tels que la supraconductivite´
a` haute tempe´rature critique.
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Annexe A
De´rivation de l’e´quation sur
l’amplitude des dipoˆles dans les cas
scalaire et vectoriel.
Dans cette section nous de´rivons de la meˆme manie`re les e´quations sur les dipoˆles dans
les cas scalaire et vectoriel. Le cas scalaire e´tant bien connus il servira de re´fe´rence a` la
de´rivation du cas vectoriel plus complexe. Nous nous servirons aussi de la de´rivation du
cas scalaire aﬁn de discuter des diﬀe´rentes approximations qui peuvent eˆtre faites et de
leurs conse´quences sur la physique que nous e´tudions.
1 De´rivation de l’e´quation sur les dipoˆles dans le cas
scalaire.
Commenc¸ons par expliciter le Hamiltonien interaction matie`re rayonnement dans la
jauge (D.E) pour le cas scalaire :
H =
N∑
i=1
~ω0|ei〉〈ei|+
∑
k
~ωka
†
k
ak −
N∑
i=1
Di.E(ri) (A.1)
avec l’ope´rateur |ei〉〈ei|, le projecteur de´crivant l’atome i dans son e´tat excite´, n’agissant
que dans le sous espace de Hilbert de cet atome, a†
k
(ak) correspondant a` l’ope´rateur
cre´ation (annihilation) d’un photon dans le mode k,Di l’ope´rateur dipoˆle associe´ a` l’atome
i et E(ri) l’ope´rateur champ e´lectrique transverse a` la position ri.
Le choix de l’utilisation de la jauge (D.E) ne´cessite cependant quelques pre´cautions.
En eﬀet cette approximation est valable si la variation spatiale du champ est ne´gligeable a`
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l’e´chelle de la taille du dipoˆle, qui est un atome dans le cas que nous conside´rons. Sachant
que la taille pour un atome est de l’ordre de 1A˚ et que les longueurs d’ondes que nous
conside´rons sont de l’ordre de quelques centaines de nanome`tres cette approximation peut
eˆtre conside´re´es comme valide. Dans le cas contraire il aurait fallu introduire une fre´quence
de coupure ωC proportionnelle a` l’inverse du rayon de Bohr a0 telle que ωC = ckC = c2π/a0
aﬁn de ne pas conside´rer les longueurs d’ondes e´gales ou infe´rieures a` la taille de l’atome.
L’ope´rateur dipoˆle peut eˆtre se´pare´ en deux termes tels que :
Di = D
(+)
i +D
(−)
i (A.2)
avec D
(+)
i correspondant a` l’excitation de l’atome i
D
(+)
i = d|ei〉〈gi| (A.3)
d e´tant l’e´le´ment de dipoˆle re´duit associe´ a` la transition e − g et D(−)i =
[
D
(+)
i
]†
corres-
pondant a` la de´sexcitation de ce meˆme atome. On peut proce´der de la meˆme manie`re avec
l’ope´rateur champ e´lectrique :
E(r) = E(+)(r) + E(−)(r) (A.4)
ou` E(+)(r) correspond a` l’absorption d’un photon pouvant eˆtre exprime´ comme :
E(+)(r) = i
∑
k
√
~ωk
2ǫ0V ake
ik.r (A.5)
et E(−) =
[
E(+)
]†
. Il est a noter que les ope´rateurs dipoˆle et champ sont des ope´rateurs
scalaires. Aﬁn de tracer sur les degre´s de liberte´ du champ il faut re´soudre les e´quations
d’e´volution des ope´rateurs cre´ation et annihilation en repre´sentation d’Heisenberg tel que :
dak
dt
=
1
i~
[ak, H] (A.6)
qui s’explicite :
a˙k = −iωkak(t) +
N∑
j=1
√
ωk
2ǫ0V~Dj(t)e
−ik.rj (A.7)
Aﬁn d’obtenir cette e´quation il faut utiliser la relation de commutation sur les ope´rateurs
cre´ation et annihilation :
[ak, a
†
k’
] = δ(k− k′) (A.8)
et aussi utiliser la formule [A,BC] = [A,B]C + B[A,C]. La solution de l’e´quation (A.7)
s’e´crit :
ak(t) = e
−iωktak(0) +
∫ t
0
dt′
N∑
j=1
∑
k
√
ωk
2ǫ0V~Dj(t− τ)e
−ik.rje−iωkτ (A.9)
avec τ = t − t′. L’utilisation de la notation Dj(t − τ) plutoˆt que Dj(t′), pourtant plus
le´ge`re, sera justiﬁe´e plus tard dans le calcul.
Il est utile de remarquer que le premier terme de l’e´quation pre´ce´dente correspond
a` la propagation libre du champ en l’absence d’atomes et que le second correspond au
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champ e´mis par les atomes. En proce´dant de la meˆme manie`re sur l’e´quation d’e´volution
de l’ope´rateur cre´ation on obtient :
a†
k
(t) = eiωkta†
k
(0) +
∫ t
0
dt′
N∑
i=1
∑
k
√
ωk
2ǫ0V~Dj(t− τ)e
ik.rjeiωkτ (A.10)
En re´injectant les e´quations (A.9) et (A.10) dans l’expression de l’ope´rateur champ e´lec-
trique on obtient la relation :
E(r, t) = Efree(r, t) +
N∑
j=1
∑
k
∫ t
0
dt′
ωk
2ǫ0V
[
iDj(t− τ)eik.(r−rj)e−iωkτ + h.c
]
(A.11)
Avec Efree(r, t) correspondant au champ du laser incident tel que Efree(r, t) =
EL
2
ei(kL.r−ωt)+
h.c. A ce stade, il n’a pas encore e´te´ fait d’approximations de type onde tournante et l’hy-
pothe`se que dans l’e´tat stationnaire, tous les dipoˆles oscillent a` la meˆme fre´quence que
laser incident, est faite, posant ainsi la moyenne de l’ope´rateur dipoˆle sur les degre´s de
liberte´ du champ et internes des atomes, telle que :
Dj(t) = dj(t)e
−iωLt + h.c (A.12)
Il utile de discuter la signiﬁcation d’une telle approximation. En eﬀet, contrairement aux
calculs des articles [22] et[24], une de´pendance temporelle pour les quantite´s dj et d
†
j a
e´te´ garde´e. En re´alite´ ces quantite´s peuvent eˆtre relie´es aux amplitudes des dipoˆles au
temps t auxquelles on impose une phase supple´mentaire : celle du laser incident. Aﬁn
d’obtenir l’approximation faite a` l’e´quation (A.12), l’hypothe`se d’une faible intensite´ du
laser incident a e´te´ faite (Ω0 ≪ Γ0 ou` Γ0 et Ω0 seront deux quantite´s de´ﬁnies a` la ﬁn du
calcul) aﬁn de rester dans le cadre de l’optique line´aire. Cette hypothe`se est e´quivalente
a` restreindre notre e´tude au sous espace de Hilbert des N atomes contenant au plus une
excitation, dont la base est de´crite par les e´tats |G〉, qui est l’e´tat de´crivant tous les atomes
sont dans l’e´tat fondamental, et |ej〉, de´crivant l’e´tat ou` l’atome j est excite´. Avec les deux
hypothe`ses faites pre´ce´demment on peut donc e´crire l’e´tat propre du syste`me dans cette
base au temps t tel que :
|Ψ(t)〉 = |G〉+
N∑
j=1
dj(t)e
−iωLt|ej〉 (A.13)
qui nous permet d’expliciter l’e´quation (A.12). De la meˆme manie`re une approximation
similaire est faite sur l’ope´rateur champ tel que :
E(r, t) = E¯(r, t)e−iωLt + h.c (A.14)
On verra plus tard dans le calcul que la de´pendance temporelle de l’amplitude E¯(r, t) est
directement relie´e a` celle de l’amplitude du dipoˆle. Cette deuxie`me approximation sera
utilise´e un peu plus tard dans le calcul. En se rappelant la de´ﬁnition faite pour le champ
du laser incident a` l’e´quation (A.11), on en de´duit que E¯(r, t) =
EL
2
eikL.r + E¯(s), ou` E¯(s)
est relie´ a` l’amplitude du champ e´mis par les atomes.
Aﬁn de re´injecter l’expression des dipoˆles pre´ce´demment obtenues dans l’e´quation
(A.11), il faut faire l’approximation de Markov, qui suppose qu’il n’y a pas d’eﬀet de
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me´moire lors des processus d’absorption-re´e´mission du photon par les atomes, en posant :
Dj(t− τ) = dj(t)e−iωL(t−τ) + h.c (A.15)
Cette approximation me permettra de sortir dj(t) et d
†
j(t) des inte´grales sur t
′. Notons
que cette approximation est valide lorsque le temps entre deux e´ve`nements successifs de
diﬀusion du photon est bien infe´rieur au temps que met ce dernier a` traverser le nuage.
On se concentre Pour la suite du calcul sur le deuxie`me terme de l’e´quation (A.11) en
y re´injectant les approximations faites sur l’ope´rateur dipoˆle , ce qui donne :
E(s)(r, t) =
N∑
j=1
∑
k
∫ t
0
dt′
ωk
2ǫ0V[
i
(
dj(t)e
−iωL(t−τ) + d†j(t)e
iωL(t−τ)
)
eik.(r−rj)e−iωkτ
− i
(
dj(t)e
−iωL(t−τ) + d†j(t)e
iωL(t−τ)
)
e−ik.(r−rj)eiωkτ
]
(A.16)
et on se´pare les termes en exp(iωLt) de ceux en exp(−iωLt) :
E(s)(r, t) = i
N∑
j=1
∑
k
∫ t
0
dt′
ωk
2ǫ0V[
dj(t)e
−iωLt
(
e−i(ωk−ωL)τeik.(r−rj) − ei(ωk+ωL)τe−ik.(r−rj)
)
+ d†j(t)e
iωLt
(
e−i(ωk+ωL)τeik.(r−rj) − ei(ωk−ωL)τe−ik.(r−rj)
)]
(A.17)
En se rappelant l’hypothe`se faite a` l’e´quation (A.14) on se concentre de´sormais sur les
termes en exp(−iωLt) ce qui nous donne :
E¯(s)(r, t) = i
N∑
j=1
∑
k
∫ t
0
dt′
ωk
2ǫ0V
[
dj(t)
(
e−i(ωk−ωL)τeik.(r−rj) − ei(ωk+ωL)τe−ik.(r−rj)
)]
(A.18)
Dans la limite ou` t tend vers +∞, l’inte´grale temporelle peut eˆtre simpliﬁe´e en utilisant
les expressions :
I(−) =
∫ t
0
dt′e−i(ωk−ωL)τ = πδ(ωk − ωL)− i P
ωk − ωL
I(+) =
∫ t
0
dt′ei(ωk+ωL)τ = πδ(ωk + ωL) + i
P
ωk + ωL
(A.19)
et je re´injecte les inte´grales I(−) et I(+) dans l’expression du champ source :
E¯(s)(r, t) = i
N∑
j=1
∑
k
ωk
2ǫ0V
[
dj(t)
(
I(−)e
ik.(r−rj) − I(+)e−ik.(r−rj)
)]
(A.20)
A ce stade l’approximation d’une diﬀusion quasi re´sonnante est faite en posant kL ≈ k0
dans les expressions des inte´grales. En re´alite´ il n’est pas mathe´matiquement correcte
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de faire de manie`re abrupte cette substitution car cela aura pour conse´quence la non
convergence des inte´grales (A.19). Il est plus exact de dire que la pulsation du laser ωL
est tre`s proche de la pulsation associe´e a` la transition atomique telle que ωL = ω0 + ǫ
avec ǫ → 0. En eﬀet cette situation est plutoˆt re´aliste dans le cadre des expe´riences que
nous conside´rons car le de´saccord du faisceau incident est tre`s petit devant pulsation ω0
relie´e a` la transition atomique. Ensuite je me sert de la formule
∑
k
exp(−ik.R)f(k) =∑
k
exp(ik.R)f(k) (annexe de [? ])aﬁn de re´e´crire l’expression pre´ce´dente ce qui nous
donne :
E¯(s)(r, t) = i
N∑
j=1
∑
k
ωk
2ǫ0V [dj(t)(I(−) − I(+))]e
ik.(r−rj) (A.21)
En faisant l’hypothe`se que le volume V contenant un photon tend vers l’inﬁni je peux
remplacer la somme sur les vecteurs d’onde k par une inte´grale continue :
∑
k
→ V
(2π)3
∫ +∞
0
k2dk
∫
dΩk (A.22)
l’e´quation (A.20) peut alors s’e´crire :
E(s)(r, t) = i
N∑
j=1
∫ +∞
0
dk
∫
dΩk
k2ωk
16π3ǫ0
[dj(t)(I(−) − I(+))]eik.(r−rj) (A.23)
Je substitue r par ri et pose pour la suite rij = ri − rj. Compte tenu de l’inte´grale
angulaire :
1
4π
∫
dΩke
ik.R =
sin(kR)
kR
(A.24)
l’e´quation (A.23) devient :
E(s)(ri) = i
N∑
j=1
∫ +∞
0
dk
k2ωk
4π2ǫ0
sin(krij)
krij
[dj(t)(I(−) − I(+))] (A.25)
Conside´rant que ωk est une quantite´ strictement positive, le premier terme de l’inte´grale
I(+) ne vient pas contribuer au calcul de l’inte´grale sur k. En se servant de la de´ﬁnition
positive de ωk, ce qui me permet d’e´tendre la borne infe´rieure de l’inte´grale sur les k a`
moins l’inﬁnis pour le premiers terme de l’inte´grale I(−) sans modiﬁer le pre´facteur devant
elle, et en se rappelant que c’est un delta de Dirac, je peux re´e´crire l’expression pre´ce´dente
comme :
E(s)(ri) = i
N∑
j=1
[
k30
4πǫ0
sin(k0rij)
k0rij
dj(t)−iP
∫ +∞
0
dk
k2ωk
4π2ǫ0
[
dj(t)
(
1
ωk + ω0
+
1
ωk − ω0
)
sin(kR)
kR
]]
(A.26)
L’inte´gration du deuxie`me terme plus complexe je vais donc de´tailler mon calcul. Le terme
en k+ k0 ne n’ayant pas de singularite´ entre 0 et +∞ ne ne´cessite pas d’utiliser la valeur
principale de Cauchy. Son inte´gration nous donne [50] :∫ +∞
0
dk
ck3
c(k + k0)
sin(kR)
kR
=
k30
k0R
[−cos(k0R)si(k0R) + sin(k0R)ci(k0)− 1] (A.27)
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avec les fonctions ci() et si() e´tant les cosinus et sinus inte´grals. De la meˆme manie`re en
utilisant cette fois la valeur principale de Cauchy on obtient pour le terme en k − k0 :∫ +∞
0
dk
ck3
c(k − k0)
sin(kR)
kR
=
k30
k0R
[cos(k0R)(si(k0R) + π)− sin(k0R)ci(k0) + 1] (A.28)
La somme des deux expressions (A.27) et (A.28) nous permet de re´e´crire l’e´quation (A.26)
comme :
E(s)(ri, t) =
N∑
j=1
k30
4πǫ0
(
cos(k0rij)
k0rij
+ i
sin(k0rij)
k0rij
)
dj(t) (A.29)
J’obtiens au ﬁnal une expression du champ total modiﬁe´ tel que :
E¯(ri) =
EL
2
eikL.ri +
N∑
j=1
k30
4πǫ0
ek0rij
k0rij
dj (A.30)
Il est utile de souligner le fait de ne pas s’eˆtre aﬀranchis des termes ”antire´sonnants” en
ωk+ω0, qui permettent au ﬁnal d’obtenir le kernel exponentiel, en eﬀet si nous nous e´tions
aﬀranchis de ces terme plus toˆt dans le calcul le re´sultat serait inextricable. Un autre point
important est qu’il est assume´ de plein gre´ que la de´pendance temporelle de l’amplitude du
champ e´mis par les atomes est directement relie´e a` celle des dipoˆles au temps t. Aﬁn d’avoir
un syste`me d’e´quations ferme´es on s’inte´resse de´sormais a` l’e´volution de l’ope´rateur dipoˆle
Di en repre´sentation de Heisenberg. Pour cela nous poseons les relations de commutation
suivantes :
[D
(+)
i , D
(−)
j ] = d
2(|ei〉〈ei| − |gi〉〈gi|) = d2σizδij (A.31)
[σiz, D
(±)
j ] = ±2D(±)i δij (A.32)
[|ei〉〈ei|, D(±)j ] = ±D(±)i δij (A.33)
En posant l’e´quation d’e´volution de l’ope´rateur dipole relie´ a` la de´sexcitation d’un atome
D−i on obtient la relation suivante :
D˙
(−)
i (t) = −iω0D(−)i (t) +
1
i~
d2σiz.E(ri, t) (A.34)
En utilisant les e´quations d’e´volution des ope´rateurs cre´ation et annihilation eqs (A.7) a`
(A.69) aﬁn de re´exprimer l’ope´rateur champ e´lectrique et en ne re´injectant que sa partie
en exp(−iωLt) dans l’e´quation d’e´volution de l’ope´rateur dipoˆle lie´ a` la de´sexcitation de
l’atome i on obtient :
D˙
(−)
i (t) = −iω0D(−)i (t) +
1
i~
d2σiz.
(
EL
2
ei(kL.ri−ωLt) +
N∑
j=1
k30
4πǫ0
ek0rij
k0rij
dj(t)e
−iωLt
)
(A.35)
Un point inte´ressant a` ce stade du calcul, est que nous avons d’abord explicite´ l’e´quation
d’e´volution de l’ope´rateur de´sexcitation en calculant son commutateur avec le Hamiltonien
du syste`me puis nous y avons re´injecte´ l’expression du champ e´lectrique somme´e sur les
modes du vides. Le calcul aurait e´te´ bien plus complexe si nous avions tout d’abord
re´injecte´ l’expression du champ e´lectrique modiﬁe´ puis calcule´ l’e´quation d’e´volution de
l’ope´rateur de´sexcitation sachant que l’ope´rateur champ e´lectrique moyenne´ contient des
ope´rateurs dipoˆles dans sa de´ﬁnition.
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En se rappelant l’approximation faite a` l’e´quation (A.12) d’une faible excitation permet
de poser l’ope´rateur σiz = −1, ou` 1 est l’ope´rateur identite´. L’e´quation pre´ce´dente devient :
D˙
(−)
i (t) = −iω0D(−)i (t) + 1
i
2
dEL
~
dei(kL.ri−ωLt) + 1
id2
~
N∑
j=1
k30
4πǫ0
ek0rij
k0rij
dj(t)e
−iωLt (A.36)
en re´utilisant ensuite l’hypothe`se faite a` l’e´quation (A.37) et en posant :
D
(−)
i (t) = di(t)e
−iωLt = dσ
(−)
i (t)e
−iωLt (A.37)
on peut re´e´crire l’e´quation d’e´volution des dipoˆles telle que :
σ˙
(−)
i (t) = i(ωL − ω0)σ(−)j (t) +
i
2
dEL
~
eikL.ri + i
N∑
j=1
d2k30
4π~ǫ0
ek0rij
k0rij
σ
(−)
j (t) (A.38)
On reconnaˆıt ici la largeur naturelle de l’e´tat excite´ pour un atome a` deux niveaux :
Γ =
d2k30
2π~ǫ0
(A.39)
la pulsation de Rabi telle que :
Ω0 = −dEL
~
(A.40)
et e´galement le de´saccord du laser tel que ∆0 = ωL−ω0. On peut donc re´e´crire l’e´quation
pre´ce´dente comme :
σ˙
(−)
i (t) = i∆0σ
(−)
j − i
Ω0
2
eikL.ri + i
N∑
j=1
Γ
2
ek0rij
k0rij
σ
(−)
j (A.41)
On remarque que pour i = j la partie imaginaire du troisie`me terme de l’e´quation (A.41)
est e´gale a` Γ/2 ce qui nous permet de re´e´crire cette e´quation comme :
σ˙
(−)
i (t) = (i∆0 −
Γ
2
)σ
(−)
j − i
Ω0
2
eikL.ri + i
N∑
j 6=i
Γ
2
ek0rij
k0rij
σ
(−)
j (A.42)
ce qui nous donne l’e´quation sur l’e´volution de l’amplitude des dipoˆles dans le cas scalaire.
2 De´rivation de l’e´quation sur les dipoˆles dans le cas
vectoriel.
Apre`s avoir de´rive´ dans la section pre´ce´dente l’e´quation sur les dipoˆles dans le cas
scalaire un calcul similaire est eﬀectue´ aﬁn d’obtenir l’e´quation sur les dipoˆles dans le cas
vectoriel. Le cas vectoriel, bien que le´ge`rement plus complexe, n’est pas singulie`rement
diﬀe´rent du cas scalaire a` l’exception des ope´rateurs qui sont de´sormais des ope´rateurs
vectoriels dont les composantes sont exprime´es dans la base carte´sienne.
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En partant de l’Hamiltonien interaction matie`re-rayonnement exprime´ pour une tran-
sition J = 0→ J ′ = 1 [22] :
H =
N∑
i=1
~ω0
∑
α,α′
|eiα〉〈eiα′ |δαα′ +
∑
k,εˆ
~ωka
†
kεˆakεˆ −
N∑
i=1
Di.E(ri) (A.43)
avec |eiα〉〈eiα′ | le projecteur sur l’espace de Hilbert de´crivant l’atome i dans son e´tat excite´
selon la composante de polarisation α, exprime´e dans la base carte´sienne telle que α =
x, y, z, akεˆ (a
†
kεˆ) les ope´rateurs annihilation et cre´ation d’un photon de polarisation εˆ dans
le mode k (εˆ.k = 0), Di l’ope´rateur dipoˆle pour l’atome i et E(ri) est l’ope´rateur champ
e´lectrique transverse a` la position ri. De la meˆme manie`re que dans la section pre´ce´dente
on peut se´parer l’ope´rateur dipoˆle en deux termes tels que :
Di = D
(+)
i +D
(−)
i (A.44)
avec D
(+)
i correspondant a` l’excitation de l’atome i :
D
(+)
i = d
∑
α=x,y,z
|eiα〉〈gi|uˆα (A.45)
d est encore l’e´le´ment dipoˆle re´duit associe´ a` la transition e−g,D(−)i =
[
D
(+)
i
]†
correspond
a` la de´sexcitation de l’atome i et uˆα est le vecteur unitaire selon la direction α. On proce`de
de la meˆme manie`re avec l’ope´rateur champ e´lectrique transverse :
E(r) = E(+)(r) + E(−)(r) (A.46)
avec E(+)(r) l’ope´rateur champ e´lectrique correspondant a` l’absorption d’un photon conte-
nant de´sormais le vecteur polarisation de la lumie`re εˆ tel que :
E(+)(r) = i
∑
k,εˆ
√
~ωk
2ǫ0V akεˆe
ik.rεˆ (A.47)
et E(−) =
[
E(+)
]†
. Aﬁn de suivre la meˆme proce´dure que dans la section pre´ce´dente nous
exprimons les e´quations d’e´volution des ope´rateur cre´ation et annihilation en repre´senta-
tion de Heisenberg :
a˙k = −iωkakεˆ(t) +
N∑
j=1
∑
kεˆ
√
ωk
2ǫ0V~Dj(t)εˆ
∗e−ik.rj (A.48)
La solution de l’e´quation (A.48) peut s’e´crire comme :
akεˆ(t) = e
−iωktakεˆ(0) +
1
~
∫ t
0
dt′
N∑
i=1
∑
kεˆ
√
~ωk
2ǫ0VDi(t− τ)εˆ
∗e−ikrie−iωkτ (A.49)
Avec τ = t−t′. A la diﬀe´rence de la section pre´ce´dente le relation de commutation utilise´e
pour les ope´rateurs cre´ations et annihilation est :
[akεˆ, a
†
k’εˆ′ ] = δ(k− k′)δεˆεˆ′ (A.50)
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le kronecker sur les composantes en polarisations εˆ et εˆ′ est une conse´quence directe de
l’orthogonalite´ entre le vecteur d’onde k et le vecteur polarisation du champ. En eﬀet on
conside`re que la base utilise´e pour de´crire les e´tats de polarisation du champ est une base
orthonorme´e de´crite par l’ensemble de vecteurs kˆ, εˆ, εˆ′.
Tout comme dans la section pre´ce´dente on peut remarquer que le premier terme de
l’e´quation (A.49) correspond au champ en l’absence de source et que le second terme
correspond au champ e´mis par les sources. Le seule diﬀe´rence singulie`re avec l’expression
de´veloppe´e a` la section pre´ce´dente est la pre´sence de la somme sur les composantes α en
polarisation des dipoˆles, qui sont implicitement dans la de´ﬁnition de l’ope´rateur Dj, et de
la somme sur le polarisation du champ ε. On proce`de de la meˆme manie`re aﬁn d’obtenir
l’e´quation d’e´volution pour l’ope´rateur cre´ation et on re´injecte ces expressions dans la
de´ﬁnition de l’ope´rateur champ e´lectrique transverse. On obtient au ﬁnal une expression
selon la composante α du champ e´lectrique telle que :
Eα(r, t) = Efree(r, t)+
1
~
∑
i,α′
∑
k,εˆ
∫ t
0
dτ
~ωk
2ǫ0V
[
iDi,α′(t−τ)eik.(r−ri)e−iωkτ εˆαεˆ∗α′+h.c
]
(A.51)
ou` le terme de propagation libre du champ est re´e´cris comme Efree(r, t) = ELǫαe
i(kL.r−ωt)+
h.c. Ici, ǫα repre´sente la polarisation du laser incident selon la direction α.
En se concentrant sur le terme source de l’e´quation (A.51) aﬁn d’expliciter le potentiel
d’interaction entre les dipoˆles dans le cas vectoriel, nous faisons l’hypothe`se que dans l’e´tat
stationnaire tous les dipoˆles oscillent a` la fre´quence du laser [24] posant ainsi :
Di(t) = di(t)e
−iωLt + h.c (A.52)
ou` di repre´sente l’amplitude des dipoˆles au temps t selon les trois composantes en pola-
risation tel que : di(t) =
∑
α=x,y,z
di,α(t). Aﬁn d’obtenir proprement cette expression il faut
se servir de la relation uˆα · uˆβ = δαβ avec β = x, y, z. Reprenant l’approximation d’un
faible excitation faite a` la section pre´ce´dente, la base canonique de l’espace de Hilbert des
atomes contenant au plus une excitation peut eˆtre de´sormais de´crit par les e´tats |G〉, qui
posse`de la meˆme de´ﬁnition qu’auparavant et |eiα〉, qui de´crit l’e´tat ou` l’atome i est excite´
dans sa composante α. L’e´tat propre de´crivant le syste`me au temps t exprime´ dans dans
cette bas peut s’e´crire comme :
|Ψ(t)〉 = |G〉+
N∑
j=1
dj(t)e
−iωLt|ejα〉 (A.53)
A ce stade il faut faire l’approximation de Markov en posant :
Dj,α(t− τ) = dj,α(t)e−iωL(t−τ) + h.c (A.54)
En y re´injectant les approximations faites pre´ce´demment sur l’ope´rateur dipoˆle, le deuxie`me
terme de l’e´quation (A.51) devient :
E(source)α (r, t) =
1
~
∑
i,α′
∑
k,εˆ
∫ t
0
dt′
~ωk
2ǫ0V
[
i
(
di,α′(t)e
−iωL(t−τ)+d†i,α′(t)e
iωL(t−τ)
)
eik.(r−ri)e−iωkτ εˆαεˆ
∗
α′+h.c
]
(A.55)
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A ce stade une approximation de type onde tournante n’est pas encore faite au meˆme
titre qu’a` la section pre´ce´dente et nous se´parons les termes en exp(−iωLt) de ceux en
exp(iωLt) :
E(s)(r, t) = i
N∑
j=1,α′
∑
k,εˆ
∫ t
0
dτ
ωk
2ǫ0V[
dj,α′e
−iωLt
(
e−i(ωk−ωL)τeik.(r−rj)εˆαεˆ
∗
α′ − ei(ωk+ωL)τe−ik.(r−rj)εˆ∗αεˆα′
)
+ d†j,α′e
iωLt
(
e−i(ωk+ωL)τeik.(r−rj)εˆαεˆ
∗
α′ − ei(ωk−ωL)τe−ik.(r−rj)εˆ∗αεˆα′
)]
(A.56)
En refaisant la meˆme approximation que dans la section pre´ce´dente sur l’ope´rateur champ
e´lectrique transverse qui consiste a` se´parer sa moyenne quantique dans l’e´tat stationnaire
en deux termes oscillants respectivement a` iωLt et −iωLt tel que :
E(r, t) = E¯(r)e−iωLt + h.c, (A.57)
et en se concentrant de´sormais sur les termes oscillants en −iωLt, on obtient :
E¯(s),α(r) = i
N∑
j=1,α′
∑
k,εˆ
∫ t
0
dτ
ωk
2ǫ0V
[
dj,α′
(
e−i(ωk−ωL)τeik.(r−rj)εˆαεˆ
∗
α′−ei(ωk+ωL)τe−ik.(r−rj)εˆ∗αεˆα′
)]
.
(A.58)
En conside´rant que le vecteur polarisation est re´el (i.e ε = ε∗)et en re´utilisant les iden-
tite´s exprime´es a` la section pre´ce´dente (eqs. A.22 et A.19) on peut re´e´crire l’expression
pre´ce´dente comme :
E¯(s),α(r, t) = i
N∑
j=1,α′
∫ ∞
0
dk
∫
dΩk
∑
εˆ⊥k
k2ωk
16π3ǫ0
[
dj,α′
(
(I(−) − I(+))εˆαεˆα′eik.(r−rj)
)]
(A.59)
La somme sur les vecteurs polarisations du champ peut se re´e´crire :
∑
εˆ⊥k
εˆαεˆα′ =
(
δαα′ − kαkα′
k2
)
(A.60)
que l’on re´injecte dans l’expression (A.59) :
E¯(s),α(r) = i
N∑
j=1,α′
∫ ∞
0
dk
∫
dΩk
k2ωk
16π3ǫ0
[
dj,α′
(
(I(−) − I(+))
(
δαα′ − kαkα′
k2
)
eik.(r−rj)
)]
(A.61)
En utilisant l’expression sur la sommation des vecteurs polarisations, l’inte´grale angulaire
nous donne [186] :
1
4π
∫
dΩke
ik.R
(
δαα′−kαkα′
k2
)
=
(
δαα′−rαrα′
r2
)
sin(kr)
kr
+
(
δαα′−3rαrα′
r2
)(
cos(kr)
(kr)2
−sin(kr)
(kr)3
)
= τ1(kr)
(A.62)
ce qui nous permet de re´e´crire l’e´quation (A.61) :
E¯(s),α(ri) = i
N∑
j=1,α′
∫ ∞
0
dk
k2ωk
4π2ǫ0
[
dj,α′
(
(I(−) − I(+))τ1(krij)
)]
(A.63)
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1 En reprenant les meˆmes arguments qui nous ont permis d’obtenir l’e´quation (A.26) il
est possible de re´e´crire l’e´quation pre´ce´dente comme :
E¯(s),α(ri) = i
N∑
j=1,α′
[
k30
4πǫ0
τ1(k0r)− iP
∫ ∞
0
dk
k2ωk
4π2ǫ0
dj,α′
(
1
ωk + ω0
+
1
ωk − ω0
)
τ1(krij)
]
(A.64)
En plus des deux inte´grales utilise´es a` la section pre´ce´dente (eqs. A.27-A.28), l’inte´gration
du deuxie`me terme ne´cessite l’utilisation de quatre inte´grales supple´mentaires [50], deux
pour les terme en k − k0 :∫ +∞
0
dk
ck3
c(k − k0)
cos(kR)
(kR)2
=
k30
(k0R)2
[−cos(k0R)ci(k0)− sin(k0R)(si(k0R) + π)]∫ +∞
0
dk
ck3
c(k − k0)
sin(kR)
(kR)3
=
k30
(k0R)3
[cos(k0R)(si(k0R) + π)− sin(k0R)ci(k0)](A.65)
et deux pour les termes en k + k0∫ +∞
0
dk
ck3
c(k + k0)
cos(kR)
(kR)2
=
k30
(k0R)2
[cos(k0R)ci(k0)− sin(k0R)(si(k0R))]∫ +∞
0
dk
ck3
c(k + k0)
sin(kR)
(kR)3
=
k30
(k0R)3
[−cos(k0R)si(k0R) + sin(k0R)ci(k0)] (A.66)
L’utilisation de ces equations nous permet au ﬁnal d’obtenir le potentiel lie´ au de´placement
en fre´quences des dipoˆles tel que :
k30
4πǫ0
(
δαα′ − rαrα′
r2
)
cos(k0r)
k0r
−
(
δαα′ − 3rαrα′
r2
)(
sin(k0r)
(k0r)2
+
cos(k0r)
(k0r)3
)
= τ2(kr) (A.67)
on peut donc re´e´crire l’e´quation (A.68) sous la forme :
E¯(s),α(ri) =
N∑
j=1,α′
[
k30
6πǫ0
(
τ2(k0rij) + iτ1(k0rij)
)]
(A.68)
Ce qui nous donne une relation pour le champ selon la direction α telle que :
E¯α(ri) =
EL
2
ǫαe
ikL.ri +
N∑
j=1
k30
6πǫ0
gαα′(krij)dj,α′ (A.69)
avec le potentiel d’interaction gαα′(krij) correspondant a` l’interaction dipoˆle-dipoˆle connue
en e´lectrodynamique classique [47] :
gαα′(rij) =
3
2
eikr
[(
− 1
kr
− i
(kr)2
+
1
(kr)3
)
δαα′
+
(
1
kr
+
3i
(kr)2
− 3
(kr)3
)
rαrα′
r2
] (A.70)
1. Il faut remarquer qu’entre les e´quations (A.61) et (A.63) nous avons substitue´ r par ri et ensuite
pose´ rij = ri − rj .
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Aﬁn d’obtenir l’e´quation d’e´volution sur l’amplitude des dipoˆles, il est utile d’exprimer
les relations de commutation pour l’ope´rateur dipoˆle dans le cas vectoriel telles que :
[D
(+)
i,α , D
(−)
j,α′ ] = d
2(|eiα〉〈eiα′ | − |gi〉〈gi|)δα,α′ = d2σizδijδα,α′ (A.71)
[σiz, D
(±)
j,α ] = ±2D(±)i δijδα,α′ (A.72)
[|ei〉〈ei|, D(±)j,α ] = ±D(±)i δijδα,α′ , (A.73)
et d’expliciter l’e´quation d’e´volution de l’ope´rateur de´sexcitation de l’atome i D
(−)
i selon
la composant α :
D˙
(−)
i,α (t) = −iω0D(−)i,α (t) +
1
i~
d2σiz.Eα(ri, t). (A.74)
En re´injectant le terme oscillant en −iωLt obtenu pre´ce´demment sur l’ope´rateur champ
e´lectrique on obtient :
D˙
(−)
i,α (t) = −iω0D(−)i,α (t) +
1
i~
d2σiz.
(
EL
2
ǫαe
i(kL.ri−ωLt) +
N∑
j=1,α′
k30
6πǫ0
gα,α′(rij)dj,α′e
−iωLt
)
,
(A.75)
et en re´utilisant l’hypothe`se d’une faible excitation, ce qui nous permet de substituer
l’ope´rateur σiz par l’ope´rateur identite´ σ
i
z = −1 on peut re´e´crire l’e´quation (A.75) comme :
D˙
(−)
i,α (t) = −iω0D(−)i,α (t)−
1
i~
d21
(
EL
2
ǫαe
i(kL.ri−ωLt) +
N∑
j=1,α′
k30
6πǫ0
gα,α′(rij)dj,α′(t)e
−iωLt
)
(A.76)
De´sormais on utilise l’approximation faite sur l’e´tat stationnaire de l’ope´rateur dipoˆle en
posant :
D
(−)
i,α (t) = di,α(t)e
−iωLt = dσ
(−)
i,α (t)e
−iωLt (A.77)
que l’on re´injecte dans l’e´quation (A.78) ce qui nous donne :
σ˙
(−)
i,α (t) = i(ωL − ω0)σ(−)i,α (t)−
1
i~
d1
(
EL
2
ǫαe
i(kL.ri−ωLt) +
N∑
j=1,α′
k30
6πǫ0
gα,α′(rij)σj,α′(t)e
−iωLt
)
(A.78)
A ce stade on peut facilement reconnaˆıtre la pulsation de Rabi de´ﬁnie a` l’e´quation (A.40),
le de´saccord du laser tel que ∆0 = ωL− ω0 et la largeur naturelle de l’e´tat excite´ associe´e
a` une transition J = 0→ J ′ = 1 telle que :
Γ =
d2k30
3π~ǫ0
(A.79)
que l’on inse`re dans l’e´quation (A.78) :
σ˙
(−)
i,α (t) = i∆0σ
(−)
i,α (t)− i
Ω0
2
eikL.ri + i
N∑
j 6=i
Γ
2
gα,α′(rij)σ
(−)
j,α′(t) (A.80)
Aﬁn d’obtenir une expression ﬁnale sur l’e´quation d’e´volution de l’amplitude des dipoˆles
dans le cas vectoriel il faut de´sormais se´parer l’expression pour l’atome unique (i = j).
Un calcul simple nous permet de voir que lorsque kr tend vers 0 la partie imaginaire du
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tenseur gα,α′(rij) tend vers la valeur 2/3 ce qui nous permet de re´e´crire au ﬁnal l’e´quation
d’e´volution de l’amplitude du dipoˆle i selon le composante α telle que :
dσi,α(t)
dt
= (i∆0 − Γ
2
)σi,α(t)− iΩ0
2
eikL.ri + i
N∑
j 6=i
Γ
2
gα,α′(rij)σj,α′(t) (A.81)
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Annexe B
E´laboration d’un pie`ge dipolaire
de´saccorde´ dans le bleu.
Ce projet expe´rimental qui n’a pas e´te´ pre´sente´ dans le corps de ce document montre
une technique que nous avons e´labore´ au cours de ce travail de the`se et qui peut nous
permettre d’e´tudier l’inﬂuence du terme de champ proche de l’interaction dipoˆle-dipoˆle
( 1/(k0r)
3, eq. (2.87)) comme nous l’avons e´tudie´ de manie`re nume´rique pour le spectre
de l’Hamiltonien eﬀectif Heff au chapitre 3. En eﬀet comme nous l’avons e´nonce´ pre´-
ce´demment les densite´ spatiales typiques que nous pouvons atteindre sans artiﬁce avec
les nuages d’atomes froids sont de l’ordre de ρ ≃ 1010-1011at.cm−3 ce qui repre´sente des
milieux tre`s dilue´s (ρλ3 ≃ 0.01). Aﬁn d’atteindre de densite´s spatiales supe´rieures tout
en conservant un grand nombre d’atomes et un temps de chargement raisonnable (∼ 2s),
nous avons donc e´labore´ un pie`ge dipolaire de´saccorde´ dans le bleu (∆0 > 0Γ0).
Le principe de fonctionnement de ce pie`ge base´ sur le potentiel dipolaire UDip :
UDip ≃ 3πc
2
2ω0
Γ0
∆0
I(r) (B.1)
est assez simple dans le sens ou` il repose techniquement sur deux Modulateurs Acousto-
Optiques (AOM) croise´s a` 90˚ oscillants en opposition de phase (ou` f1(t) = f0+∆f sin(ωmt)
est la fre´quence du premier AOM et f2(t) = f0 + ∆f cos(ωmt) est celle du second avec
f0 = 80MHz, ∆f = 0-20MHz et fm = ωm/2π = 90kHz). Ce dispositif des AOM a` pour
conse´quences de cre´er un ”tube de lumie`re” dans lequel les atomes sont pie´ge´s selon une
direction que l’on recroise ensuite a` l’endroit ou se trouve le nuage a` 90˚ de sa direction
initiale aﬁn de cre´er une ”boite de lumie`re” dans laquelle les atomes seront conﬁne´s. Il
est a` noter que l’approximation de l’onde tournant e a` e´te´ faite pour obtenir la relation
pre´sente´e a` l’e´quation (B.1) et qu’elle est valable uniquement lorsque ∆0 ≪ ω0. Dans cette
expression I(r) repre´sente le proﬁle radial de l’intensite´ tel que
I(x, y) =
2P
πw2
e−
2(x2+y2)
w2 (B.2)
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avec P la puissance optique du faisceau nous servant a` re´aliser le pie`ge et w son waist. Aﬁn
de s’assurer que le proﬁl radial du faisceau e´tait bien gaussien au niveau des atomes, nous
avons utilise´ une ﬁbre optique NKT-Photonics LMA-PM-10, micro structure´e monomode
a` maintient de polarisation. Graˆce a` cette ﬁbre nous disposons d’une puissance optique
d’environ 550mW au niveau des atomes avec un faisceau dont le proﬁl radial est bien
de´crit par un proﬁl gaussien.
Les performances ﬁnales de ce pie`ge sont un temps de vie typique de 500ms, relie´
aux pertes a` un corp. Les limites principales a` cette performance e´tant le chauﬀage lie´ a`
l’absorption de photons des murs du pie`ge par les atomes contenus dans ce dernier et la
fre´quence fm de rotation du faisceau elle meˆme limite´e par les performances e´lectroniques
des oscillateurs controˆle´s en tension (VCO) que nous utilisons. Une solution possible a` la
limite cre´e´e par le chauﬀage des atomes serait l’utilisation d’autres dispositifs laser que
ceux que nous avons pre´sente´s au chapitre 4 tel qu’un Titane-Saphir ou d’un laser dans
le fre´quences Te´le´com avec un cavite´ de doublage en fre´quence. En eﬀet l’utilisation de
ces technologies nous permettrait d’utiliser pour le pie`ge un faisceau plus puissant et plus
de´saccorde´ re´duisant ainsi le taux d’e´mission spontane´ des photons du mur du pie`ge par les
atomes tout en maintenant une hauteur de barrie`re de potentiel suﬃsante aﬁn de garder
les atomes dans le pie`ge. Une autre source de chauﬀage lie´e a` l’e´mission spontane´e provient
du piee´destal du coˆne d’e´mission spontane´e du MOPA (pre´sente´ au chapitre pre´ce´dent a`
la ﬁgure 4.7). Aﬁn diminuer l’inﬂuence de ce coˆne d’e´mission spontane´e nous avons teste´s
deux techniques de ﬁltrage : la premie`re en utilisant un e´talon (cavite´ Fabry-Perot) qui
n’a pas montre´ d’ame´liorations signiﬁcatives en raison de la perte de puissance optique
lie´ a` l’utilisation de l’e´talon et la deuxie`me en chauﬀant une cellule de Rubidium a` 120˚ C
qui a permis d’ame´liorer le´ge`rement le temps de vie du pie`ge.
Enﬁn apre`s compression, nous avons re´ussi en chargeant 5.107 atomes dans le pie`ge, a`
atteindre des densite´s spatiales d’atomes proches de ρ = 1013atomes.cm−3 ce qui corres-
pond a` un nombre de Ioﬀe-Regel 1 de :
k0l = 2.8. (B.3)
Bien qu’il soit peu courant d’atteindre ces densite´s avec un nuage thermique contenant
un grand nombre d’atomes, il faut toutes fois prendre avec prudence ce dernier re´sultat
encourageant. En eﬀet la densite´ spatiale d’atomes a e´te´ mesure´es graˆce au dispositif
d’imagerie d’absorption que nous avons de´crite au chapitre pre´ce´dent et il se peut qu’il
contienne certaines sources d’erreurs lie´es tout d’abord a` la largeur spectrale du laser
que nous utilisons. Il se peut aussi que la densite´ spatiale e´leve´e du nuage soit une source
d’erreur car elle nous impose de faire les mesures d’imagerie d’absorption proche du re´gime
de diﬀusion multiple (b(∆Probe) ≃ 1 avec ∆probe ≫ 1). Une ame´lioration au protocole de
mesures serait donc d’utiliser des techniques de mesures alternatives comme par exemple
une technique d’imagerie non destructive par contraste de phase [187, 188].
1. Il est a` noter que pour le calcul du nombre de Ioffe Regel nous avons pris le section efficace pour un
atome a` deux niveaux (transition Jg = 0→ Je = 1) ce qui pourrait eˆtre a` l’origine d’une sous estimation
de ce nombre.
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Fast compression of a cold atomic cloud using a blue-detuned crossed dipole trap
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We present the experimental realization of a compressible blue-detuned crossed dipole trap for cold atoms
allowing for fast dynamical compression (∼5–10 ms) of 5× 107 rubidium atoms up to densities of ∼1013 cm−3.
The dipole trap consists of two intersecting tubes of blue-detuned laser light. These tubes are formed using a
single, rapidly rotating laser beam which, for sufficiently fast rotation frequencies, can be accurately described
by a quasistatic potential. The atomic cloud is compressed by dynamically reducing the trap volume, leading to
densities close to the Ioffe-Regel criterion for light localization.
DOI: 10.1103/PhysRevA.86.053412 PACS number(s): 37.10.De, 37.10.Gh, 67.85.−d
I. INTRODUCTION
The use of optical dipole traps for manipulating and
trapping ultracold atoms has been crucial to the evolution of
this field of research. For example, they can be used to form a
Bose-Einstein condensate (BEC) [1], create artificial crystals
of light [2], or study physics in low dimensions by freezing
the spatial degrees of freedom [3].
Light-matter interaction in the dense regime is a very
dynamic and challenging field of research [4–6], where one
of the long-standing problems is an understanding of the role
of cooperative effects (superradiance [7,8], subradiance [9],
collective Lamb shift [10]) and disorder (weak [11] and strong
[12] localization). In order to reach this regime, a dipole trap
can be used to compress the cloud to high densities where the
strong-localization phase transition [12] is expected to occur
at a threshold given by the Ioffe-Regel criterion [13] kl ∼ 1,
where k = 2π/λ is the light wave vector and l = 1/(nσ ) is the
mean free path (with n the atomic density and σ the scattering
cross section). For resonant two-level systems, the scattering
cross section σ0 = 3λ2/(2π ) allows the Ioffe-Regel criterion
to be expressed as nλ3 ∼ 1. Such densities correspond for
rubidium atoms to 1013–1014 cm−3, three orders of magnitude
higher than magneto-optical-trap (MOT) densities. These high
densities are commonly obtained in dipole traps for bosonic [1]
or fermionic [14] ultracold gases. However, the relatively
low number of atoms (∼105) and long duty cycles (∼10 s)
make it difficult to efficiently study light-matter interaction
in dense regimes [15] where a large number of atoms as
well as short duty cycles are important assets for efficient
detection of signatures of cooperative effects and/or strong
localization of light. Indeed the Ioffe-Regel criterion should
not be confused with the BEC threshold n3T ∼ 1, where T
is the thermal de Broglie wavelength. In contrast to Bose-
Einstein condensation, we do not expect a drastic constraint on
temperature for the Ioffe-Regel criterion of strong localization.
In this paper, we present a compressible blue-detuned
crossed dipole trap to achieve a very fast dynamical compres-
sion (∼5–10 ms) of a large number of 87Rb atoms (∼5× 107)
*Present address: Niels Bohr Institute, University of Copenhagen,
Blegdamsvej 17, DK-2100 Copenhagen, Denmark.
†Present address: Research Center OPTIMAS, Technische Univer-
sita¨t Kaiserslautern, DE-67663 Kaiserslautern, Germany.
to densities compatible with the Ioffe-Regel criterion, i.e.,
∼1013 cm−3. Trapping atoms in a “dark” region surrounded by
blue-detuned light has several advantages, such as minimizing
photon scattering, light shifts of the atomic levels, and light-
assisted collisional losses [16]. Experimentally, blue-detuned
trap are more difficult to produce than red ones. However, an
original method [17] consists in using a focused Gaussian
laser beam which is rapidly rotating and obtained by use
of two perpendicular acousto-optical modulators (AOMs).
If the rotation frequency is sufficiently high, the resulting
time-averaged potential forms a tube of light. Crossing two
of these tubes leads to a dark volume where atoms are
trapped. This method allows dynamic control of the shape
and the size of the trap which, for example, might be used
to optimize the loading efficiency with a large trapping
volume and then compress the cloud using a fast dynamical
reduction of the trap size. These blue-detuned time-averaged
potentials have been used in the past to study thermal cloud
compression [17] and optical billiards and chaos [18–20], or
to design microscopically tailored potentials for BECs [21] or
ultracold Fermi gases [22]. For red dipole traps, a dynamical
compression allowed quantum degeneracy to be reached via
runaway evaporative cooling using a mobile lens to change the
trap waist dynamically [23].
II. EXPERIMENTAL SETUP
A. Trap configuration
The trap consists of two tubes of blue-detuned light, crossed
at 90◦ to create a box of light [see Fig. 1(a)] where the
atoms are confined. The size and the shape of the box can
be dynamically adjusted. Figure 1(b) shows the experimental
setup used to create the tubes of light. A laser beam with 1 mm
waist passes through two AOMs (Gooch & Housego M080-
2B/F-GH2), crossed at 90◦. The AOMs are powered by two
radio-frequency (rf) signals whose instantaneous frequencies
are respectively given by f1(t) = f0 +f cos (2πfmt) and
f2(t) = f0 +f sin (2πfmt). The central frequency f0 is
fixed at 80 MHz, the modulation frequency amplitude f is
at most 20 MHz and the modulation frequency fm is generally
set to 90 kHz. In the (+1,+1) diffraction order of the AOMs,
the laser beam is rotating at frequency fm, and a lens, placed
at a focal distance of 150 mm from the AOMs, creates a
time-averaged tube of light with a diameter of 1 mm and a
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FIG. 1. (Color online) Sketch of the experimental setup. (a) Top view of the setup, showing the location of the two horizontal tubes forming
the crossed blue-detuned dipole trap. (b) Details of the setup used to produce the two tubes [(+1,+1) orders of the AOMs]. On the top, only
the contour of the trap is sketched while on the bottom only the beam profile is shown. For simplicity, we do not show the two mirrors that are
used to cross the tubes 1 and 2 (the dashed lines show the position of the crossing). VCO indicates voltage-control oscillator.
waist of 65 μm in the lens focal plane where the atoms are
trapped. Using a system of lenses and mirrors, the tube can
be “recycled” and crossed at 90◦ from its initial direction (see
Fig. 1). By varying the modulation frequency amplitude f ,
the trap size can be dynamically controlled.
A rotating laser beam with power P , waist w, and a radial
intensity profile given by I (x,y) = 2P
πw2
exp [−2(x2 + y2)/w2]
describing a circle of radius a creates a time-average intensity
profile
I (r) = 2P
πw2
exp
(−2(r2 + a2)
w2
)
I0
(
4ar
w2
)
, (1)
where r is the radial distance of the polar coordinate system
and I0 is the zeroth-order modified Bessel function. For
87Rb atoms, the dipole potential for a linearly polarized
light with detuning  with respect to the D2 line such that
′FS ≫ || ≫ ′HFS, where h¯′FS and h¯′HFS are respectively
the energy splitting of the fine and hyperfine excited states, is
given by [16]
U (r) = 2
3
h¯Ŵ2
8
I (r)
Isat
, (2)
Ŵ being the linewidth and Isat the saturation intensity of the
transition. For large trap size a/w ≫ 1, i.e., when the radius is
large compared to the waist, Eq. (2) simplifies to the intuitive
formula
U (r) = U0 exp
(
−2(r − a)
2
w2
)
, (3)
where the potential height is given by
U0 =
2
3
h¯Ŵ
8
√
2π3/2
Ŵ

P
Isataw
. (4)
When the trap is small, i.e., a/w < 1, the two walls of the
tube start touching each other and the trap can no longer
be described as a box with Gaussian walls, but is well
approximated by a harmonic potential
U (r) = U1 + 12mω2r2, (5)
where U1 = (2/3) h¯Ŵ4π Ŵ PIsatw2 exp (
−2a2
w2
) is the “offset” value of
the potential at the center of the trap and ω = 2
√
U1
m
√
2a2−w2
w2
is the trap frequency. Figure 2 shows the radial profile of
the time-averaged potential for two trap radii as well as its
harmonic approximation. The possibility of controlling the
trap frequency by tuning its radius can allow for runaway
evaporative cooling by compensating the reduction of the trap
frequency due to the lowering of the potential barrier (reducing
the intensity or increasing the detuning) by a reduction of the
size of the trap. The trap frequency is very sensitive to the trap
radius. A careful control of the approach to the final trap radius
is thus required when reaching the harmonic regime.
B. Laser system
The laser system consists of a distributed-feedback (DFB)
laser diode injecting a semiconductor laser amplifier SACHER
delivering up to 1 W. After the optical isolator, the beam
(power 900 mW) is coupled into a large-core (10 μm),
monomode, polarization-maintaining photonic crystal fiber
(NKT Photonics LMA-PM-10). The coupling efficiency into
the fiber is 60%, limited by the quality of the laser mode of the
semiconductor amplifier.
At the output of the fiber, 550 mW of collimated linearly
polarized light injects the crossed AOMs, yielding 250 mW in
the (+1,+1) diffraction order for creating the light tube. The
power of the beam can be controlled by adjusting the rf power
driving the AOMs. The light frequency ν can be tuned over
120 GHz without mode jump by adjusting the current I of the
FIG. 2. (Color online) Radial profiles of the time-averaged
potential for two trap radii. The solid curves correspond to Eqs. (1)
and (2) for trap radii a = 500μm (blue, outer peaks) and a = 100μm
(red, inner peaks). The green dashed line represents the harmonic
approximation of the potential [see Eq. (5)] for a = 100 μm. It
gives U1 = 85 μK and ω/(2π ) = 860 Hz. The parameters are P =
200 mW,  = 40 GHz, and w = 65 μm.
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FIG. 3. (Color online) Measured cross sections of the blue-
detuned tubes for two different VCO modulations. As an example, we
show two useful configurations: the square and the circle. (a) Signals
(V1(t),V2(t)) that are sent to the VCOs. (b) Pictures of the resulting
cross sections taken at the position where the atoms are trapped. The
size of the trap is L ≃ 1 mm and the waist w = 65 μm.
DFB diode (dν/dI = 2 GHz mA−1). Typical detunings used
with this setup range between 5 and 80 GHz.
Such semiconductor laser systems have the advantage of
moderate costs and simplicity of implementation. However,
they often have a modest mode quality and more importantly
they possess an amplified spontaneous emission background
which spreads over 40 nm, containing photons at resonance
with the atomic line. For experiments where this background
spectrum is a limitation, a titanium-sapphire laser or a
frequency-doubled laser might be a more convenient choice.
C. Electronic control of rf signals
In order to create the tubes of light, a precise control of
the rf signals feeding the AOMs is necessary. For this, we use
voltage-control oscillators (VCOs) delivering rf signals whose
instant frequencies fi(t) linearly depend on the input voltages
Vi(t). Thus, the two input voltages (V1(t),V2(t)) are associated
with a position (x(t),y(t)) in the (+1,+1) diffraction order
of the AOMs, such that it is possible to create tubes of
light with arbitrary cross sections. Figure 3 shows the signals
Vi(t) which produce circular and square tubes as well as the
subsequent experimental pictures of these cross sections. We
use homemade VCOs, based on the Mini-Circuit POS-150+
chip with output frequency between 50 and 150 MHz and a
3 dB input modulation bandwidth of 100 kHz. Two phase-
locked Agilent 33220A function generators are used to drive
the VCOs. The VCOs are feeding two Mini-Circuit ZHL-1A
rf amplifiers.
In Fig. 3(b), we notice that the ring-shaped potential
is slightly asymmetric. We attribute this to nonlinearities
in the overall system response (x(V1(t)),y(V2(t))) which is
supported by the fact that this asymmetry is reduced for
smaller traps since they require lower modulation amplitudes.
The square-shaped trap is not affected because its parametric
equations do not lead to a combined motion in the x and
y directions (the nonlinearities imply only that the straight
lines are not drawn at constant speed). By designing and
engineering the synthesizer signals driving the VCOs, it would
be possible to compensate for the trap asymmetry. However, all
the measurements performed in this paper use the ring-shaped
potential without compensating for the asymmetry, to keep the
system complexity to a minimum.
D. Parameters and experimental sequence
Unless otherwise stated, the parameters of the trap are
as follows: size L = 1 mm (radius a = 500 μm), waist
w = 65 μm, detuning  = 40 GHz, rotation frequency fm =
90 kHz, laser power for a single tube P = 200 mW, linear
polarization. For these parameters, the potential height for
87Rb atoms is 190 μK [see Eq. (4)].
We first load a MOT of 87Rb atoms from a vapor cell with a
background gas pressure of ∼10−9 mbar. All lasers are tuned
close to the D2 line of 87Rb and are derived from DFB diodes,
conveniently amplified with a tapered amplifier and controlled
via AOMs. In this series of experiments, we deliberately
choose to work with a moderate number of atoms to investigate
the performances of our trapping scheme. We trap ∼5× 107
atoms in 2.5 s. The loading time can be reduced by increasing
the rubidium background pressure when a larger atom number
needs to be trapped using, e.g., ultraviolet light-emitting diodes
to temporarily increase the hot gas pressure during the MOT
loading—so-called light-induced atomic desorption (LIAD)
[24,25]. The cooling laser detuning is−3Ŵ and the temperature
of the cloud is∼55 μK. We then apply a 50 ms temporal dark
MOT period where the intensity of the repumping laser is
reduced by a factor of 10 and the detuning of the cooling beam
is increased from −3Ŵ to −6Ŵ. This allows us to compress
and produce a homogeneous distribution of atoms, mainly in
the F = 1 hyperfine ground state, with a density ∼1011 cm−3
and a temperature ∼20 μK. During the temporal dark MOT
period, the intensity of the dipole trap is progressively ramped
up in order to maximize the “mode matching” between the dark
MOT and the dipole trap. After this, the magnetic field and the
laser cooling beams are turned off. In order to keep the atoms in
a single hyperfine level, we choose to keep the repumping laser
on at all times after loading, thus forcing the atoms into theF =
2 hyperfine level.1 Then the atoms evolve freely in the dipole
potential and the trapping time varies between 5 ms and 1.2 s.
Using absorption or fluorescence imaging techniques, the
properties of the cloud, e.g., the number of atoms, temperature,
and density, are measured. In the following, unless otherwise
stated, absorption imaging from the side of the cell is used
to perform quantitative measurements. Figure 4 shows in situ
fluorescence images of the cloud taken from the top of the cell
for a single tube and for the crossed dipole trap.
III. LOADING
The loading period corresponds to the transfer of the
atoms from the dark MOT to the dipole trap. During the first
1Pumping the atoms into the F = 1 hyperfine level would instead
require the development of a specific depumping laser. Indeed,
keeping the MOT cooling beams on to pump the atoms in the F = 1
hyperfine level would not be efficient and would lead to several
scattered photons, thus preventing us from attaining our goal of
reaching high densities.
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FIG. 4. (Color online) In situ fluorescence images of the atoms
in the dipole trap taken from the top of the cell after 100 ms of
holding time. (a) Single-tube trap. (b) Crossed trap. Parameters: P =
200 mW,  = 40 GHz, L = 1 mm, w = 65 μm, and fm = 90 kHz.
∼60 ms, the atoms are in a transient regime before reaching a
quasisteady regime. In order to optimize the transfer efficiency
from the dark MOT to the dipole trap, it is important to
understand the mechanisms occurring during this stage.
A. Transient regime
During the transfer of the atoms from the dark MOT to
the dipole trap, the mode matching is not perfect, exciting
breathing modes and oscillations of the center of mass of the
cloud. Figure 5 shows the center-of-mass position and the
root-mean-square (rms) size of the cloud after a 5 ms time
of flight as a function of the holding time in the dipole trap.
We notice that the cloud is squeezed along the direction of
gravity [smaller rms size in Fig. 5(b)] as can also be seen on
the in situ images (see Fig. 7). We observe oscillations of the
cloud size that we identify as breathing modes. Their period
is similar to that observed on the center-of-mass position.
The oscillation period is ∼25 ms, which is compatible with
atoms falling from a height h = 500 μm and bouncing on
the bottom of the trap with a period 2
√
2h/g ∼ 20 ms.
The damping of the oscillations is important because of the
strong trap anharmonicity. After ∼60 ms, the oscillations are
almost completely damped and the trap enters the so-called
quasisteady regime.
rm
s
FIG. 5. (Color online) Center-of-mass position (a) and rms size
(b) of the cloud after a 5 ms time of flight as a function of the holding
time in the dipole trap. The blue points correspond to measurements
along the x axis, which is orthogonal to the direction of gravity.
The red squares represent measurements along the z axis, which is
defined as pointing opposite to gravity. This figure shows center-of-
mass oscillations and breathing modes during the transient regime.
Parameters: P = 200 mW,  = 40 GHz, L = 1 mm, w = 65 μm,
and fm = 90 kHz.
FIG. 6. (Color online) Number of atoms (a) and cloud temper-
ature (b) measured 60 ms after loading as a function of the laser
power (Pmax = 200 mW). The blue points correspond to a detuning
of 20 GHz and the red squares to  = 40 GHz. The solid lines in
(a) are fits of the data according to Eq. (7) using the potential barrier
height U as the only free fitting parameter. We obtain U = 320 μK
for  = 20 GHz and U = 190 μK for  = 40 GHz. Parameters:
L = 1 mm, w = 65 μm, and fm = 90 kHz.
B. Trapped atom number
At the end of the transient regime, ∼60 ms after the atom
transfer from the dark MOT, we study the number of trapped
atoms and the temperature of the cloud as a function of the laser
power, which can be adjusted between 0 and 200 mW. Figure 6
shows the data for two different laser detunings  = 20 GHz
(blue points) and = 40 GHz (red squares). The trap is loaded
from a dark MOT with ≃1.3× 107 atoms and a temperature
of ≃22 μK. The size of the trap is L ≃ 1 mm.
Both the number of atoms and the temperature reach a
plateau after P = 0.5Pmax for  = 20 GHz and P = 0.7Pmax
for  = 40 GHz. The temperature plateau corresponds to the
temperature of the dark MOT. This can be understood by
noticing that when the barrier height is sufficiently high, all
the atoms (initially in the trapping region) are trapped and
their temperature is that of the dark MOT. Before the plateau,
the temperature increases linearly with laser power, which can
be understood as a consequence of the linear increase of the
potential barrier with laser power. The red squares in Fig. 6(b)
clearly point at the origin when P → 0, which is consistent
with the fact that only atoms with an energy (kinetic plus
potential) smaller than the barrier height are trapped during
loading. However, the blue points do not extend to the origin
when P → 0, which might be due to spontaneous-emission
heating, which is more important for a detuning of 20 GHz
than for 40 GHz.
We define the loading efficiency as the number of atoms
in the trap after 60 ms of holding time (i.e., at the end of
the transient regime) divided by the number of atoms in the
dark MOT measured before loading. For the data presented
on Fig. 6, the loading efficiency is 60%, which corresponds
to an excellent value compared to what is usually observed in
red-detuned dipole traps. When the size of the dark MOT is
smaller than the trap volume, the nontrapped atoms correspond
to those having a too large energy (kinetic plus potential): they
“jump” over the potential barrier. If gravity were compensated
(by, e.g., optical pumping of the atoms in a particular Zeeman
sublevel and applying a vertical magnetic field gradient),
the atoms would possess only kinetic energy, which should
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significantly improve the loading efficiency. The maximum
estimated number of atoms that can be trapped is ∼108 (equal
to the density of the dark MOT,∼1011 cm−3, times the trapping
volume, ∼1 mm3).
1. Model for trap loading
We consider the case of a box-shaped trap and suppose
that in the dark MOT, the atoms are uniformly distributed in
space, with a momentum probability distribution given by the
Boltzmann distribution
p(p,r) = 
3
T
L3
exp
[
− p
2
2mkBT
]
,
where T = h/
√
2πmkBT is the thermal wavelength. The
probability density for an atom to have an energy E is
p(E) = ∫ d3p d3r
h3
δ(E(p,r)− E)p(p,r), where the energy of
the atom takes the form E(p,r) = p2/(2m)+mgz, with the
z axis defined along the direction opposite to gravity. After
some calculations, we find
p(E)= 2√
πkBT
√
E
kBT
exp
[
− E
kBT
]
F
(
E
mgL
,
mgL
kBT
)
, (6)
where the function F is defined as F(α,β) =∫ min(α,1)
0 du
√
1− u/α exp (βu). In the g → 0 case,
i.e., without gravity, Eq. (6) simplifies to the
well-known free-space density probability p(E) =
2/(√πkBT )
√
E/(kBT ) exp [−E/(kBT )], where in front
of the Boltzmann factor exp [−E/(kBT )] one recognizes the
three-dimensional free-space density of states. If the height
of the potential barrier is U , then the fraction of atoms N/N0
that are trapped during loading is given by
N
N0
=
∫ U
0
dE p(E). (7)
The solid lines in Fig. 6 correspond to fits according to Eq. (7)
which allows us to determine, using a single free fitting param-
eter, the potential height U corresponding to Pmax = 200 mW.
We obtain U = 320 μK for  = 20 GHz and U = 190 μK
for  = 40 GHz. We can compare these values to theoretical
estimations by substituting the experimental parameters into
Eq. (4), leading respectively to U = 380 and 190 μK, in good
agreement with the values extracted from the fit.
IV. QUASISTEADY REGIME
After the transient regime leading to the loading of the
trap, the evolution of the cloud properties occurs on a longer
time scale: the quasisteady regime. In this section, we study
the evolution of the cloud in this quasisteady regime in order
to characterize the trap and to understand the mechanisms
limiting its performance. To this end, two quantities are of
particular interest: the trap lifetime and the temperature of the
cloud. The lifetime τ is determined from an exponential fit
N0 exp (−t/τ ) to the decay curve of the number of atoms in
the trap as a function of the holding time, while the temperature
is inferred from the rms size of the cloud measured in time of
flight.
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FIG. 7. (Color online) (a) In situ absorption image of the cloud
inside the dipole trap 450 ms after loading (sideview). The white
dashed line represents the limits of the trap. The atoms lie down on
the bottom of the trap due to gravity. (b) Vertical optical thickness
profile (blue solid curve). The origin is chosen at the position of the
maximum optical thickness. The fit b(z) = b(0) exp [−mgz/(kBT )]
(red dashed line) leads to a temperature of 18 μK. The temperature
estimated using the standard time of flight measurement gives 21 μK.
Parameters: P = 200 mW,  = 40 GHz, L = 1 mm, w = 65 μm,
fm = 90 kHz.
A. In situ density profile
For a trap of size L, gravity effects can be neglected
when mgL≪ kBT . For a cloud temperature of 40 μK, this
condition gives L≪ 400 μm, showing that gravity is an
important parameter for large traps. The influence of gravity
can be observed in the absorption imaging from the side
of the chamber as shown in Fig. 7 where atoms lie down
on the bottom of the trap. This situation is similar to that
observed with strontium MOTs on the intercombination line
at 689 nm [26].
For atoms at thermal equilibrium in the dipole trap, one
expects the optical thickness profile along the vertical direction
to be given by the Boltzmann factor
b(z) = b(0) exp
[
−mgz
kBT
]
. (8)
Figure 7 shows the in situ density profile of the cloud
obtained by absorption imaging. A fit from Eq. (8) leads to
a temperature of 18 μK. The temperature of the cloud given
by a time-of-flight measurement is 21 μK, in good agreement
with the in situ measurement. As one does not expect a
thermodynamic equilibrium to be reached when considering
the conservative dynamics of independent particles in a
trap, the good agreement between these two methods of
estimating the temperature of the atomic cloud suggests that
relaxation due to residual light scattering combined with a
limited trap height or “s-wave” collisions (the elastic s-wave
collision rate after loading is Ŵel . 10 s−1) might be present
in our system.
B. Losses due to “hot” collisions
The MOT loading time of ∼20 s allows us to infer a
background gas pressure of P ∼ 10−9 mbar [27]. The trap
loss rates due to the background species i can be estimated
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TABLE I. Coefficients Ci of the van der Waals potential between
rubidium and background species i in Hartree atomic units (a.u.) =
e2a50/(4πǫ0), where e is the electron charge, a0 is the Bohr radius, and
ǫ0 is the vacuum permittivity (data taken from Ref. [29]). Trap loss
rate γi computed from Eq. (9) with Pi ≃ 10−9 mbar, U = 190 μK,
and T = 300 K.
Species i Ci (a.u.) γi (s−1)
Rb-Rb 4430 0.14
Rb-He 36.2 0.08
Rb-H2 140 0.16
by [27–29]
γi ≃ 6.8
Pi
(kBT )2/3
(
Ci
mi
)1/3
(UmRb)−1/6 , (9)
where T ≃ 300 K is the background gas temperature, Pi the
partial pressure of the background species i, and U ≃ 190 μK
the potential height of the dipole trap. With mRb and mi we
indicate the masses of rubidium and of the background species,
i and Ci are the coefficients of the van der Waals interaction
potential −Ci/r6 between the ground-state trapped Rb atoms
and i. Table I gives the value of the Ci coefficients for Rb-Rb,
Rb-He, and Rb-H2 collisions and the corresponding trap loss
rates γi for the parameters of the experiment. The estimated
trap lifetimes 1/γi resulting from the background collisions
are significantly longer than the measured one, allowing us
to conclude that the dominant loss mechanism is not due to
collisions with the background gas.
A further confirmation of the marginality of hot collisions
is obtained by performing a lifetime measurement by turning
on LIAD just after loading the trap. Even though this increases
the residual gas pressure of the cell by one order of magnitude
to P ∼ 10−8 mbar, we notice no difference on the measured
lifetime.
C. Influence of the trap size
The influence of the size of the trap on its lifetime is an
important issue to study before starting the compression of
the cloud. After loading, the atoms are kept in the trap for
20 ms, before linearly reducing the trap size for an additional
20 ms. The end of this stage is used as the initial condition to
measure the lifetime of the cloud. We choose this experimental
procedure since it allows an efficient trap loading and prevents
nontrapped atoms (because of the too small trap volume
compared to the dark MOT volume) from being present in the
imaging region when the trapped atom number is measured
during the first 40 ms. The initial conditions are chosen such
that the initial atomic density is low enough to prevent density
effects in the measurement (small s-wave collision rate).
Note that this experimental procedure does not maintain the
potential height constant, as U ∝ 1/L [see Eq. (4)].
Figure 8 shows that the lifetime of the cloud rapidly
decreases when the size of the trap is reduced. This is consistent
with atom losses occurring when the atoms interact with the
potential barrier. The smaller is the trap, the more frequent are
interactions with the barrier, leading to stronger losses and to
a subsequent lifetime reduction. The reduction of the lifetime
FIG. 8. (Color online) Lifetime of the cloud as a function of
the dipole trap diameter. Parameters: P = 200 mW,  = 40 GHz,
w = 65 μm, and fm = 90 kHz.
with the trap size is an important factor to take into account
for the cloud compression.
D. Influence of the rotation frequency
A first limiting effect gives a lower bound for low rotation
frequencies: if during one period 1/fm, the atoms with velocity
on the order of ∼√kBT/m move by more than the waist of
the laser w, the atom can escape the trap between successive
arrivals of the laser beam. This condition is written
fm ≫
1
w
√
kBT
m
≃ 1 kHz, (10)
for w = 65 μm and T = 40 μK.
In order to study the influence of the rotation frequency
above this limit, we vary the rotation frequency and keep
all other parameters constant. Figure 9(a) shows that the
lifetime increases with increasing rotation frequency without
reaching saturation in the explored frequency range (contrary
to what is observed in Ref. [17]). This can be understood
by noticing that the faster the beam rotates, the better is the
time-averaged-potential approximation. The upper bound for
the rotation frequency is set by the input modulation bandwidth
of the VCOs.
Figure 9(b) shows the cloud temperature after 150 ms of
holding time as a function of the rotation frequency. Below
30 kHz, we observe significant heating which decreases with
increasing rotation frequency. Above 30 kHz, the temperature
FIG. 9. (Color online) (a) Lifetime of the dipole trap as a function
of the rotation frequency. (b) Temperature of the cloud measured
after 150 ms of holding time as a function of the rotation frequency.
The shaded area represents the initial dark MOT temperature before
loading the dipole trap. Parameters: P = 200 mW,  = 40 GHz,
L = 1 mm, and w = 65 μm.
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reaches a plateau which is close to the initial dark MOT
temperature [shaded area in Fig. 9(b)]. We identify this
phenomenon as being due to dipolar heating, i.e., heating due
to the dipole potential fluctuations that atoms experience when
they bounce on the potential barrier because of the rotating
laser. From this measurement, we can get an estimate of the
dipole-induced heating rate, expected to scale as 1/(Lfm),
which can be used for optimizing compression schemes.
After compression, for small trap size in the harmonic
regime, we also require the rotation frequency to be large
compared to the trap frequency ω/(2π ) for the time-averaged
approximation to be valid. The maximum trap frequencies
that can be reached are a few kilohertz. By using a rotation
frequency close to 100 kHz the two previous conditions are
easily satisfied.
It is clear that the trap has better performance when the
rotation frequency is increased. However, there is an intrinsic
limitation that restrains this argument. Indeed, modulatation
of a signal at a frequency fm creates sidebands separated by
fm. These sidebands affect the dipole potential. The limit for
having a nice “continuous trap shape” is to consider that the
distance d between two peaks associated with two sidebands
should be smaller than the laser waist w = 65 μm. The AOM
deflection angle is α = 9.3× 10−5 rad MHz−1, and after a
distance L = 150 mm (the lens focal length), the distance
between two points is d = αfmL. The condition is then written
fm ≪
w
αL
≃ 5 MHz. (11)
This argument shows that there is an intrinsic limit for the
maximum frequency one can use. However, we are limited
to fm < 100 kHz by the VCOs, so there is still room for
improvement.
In summary, below a modulation frequency of∼1 kHz, the
atoms are no longer trapped. This regime can be observed in
the two first points of Fig. 9(b). In the intermediate regime
3 < fm < 30 kHz, we observe a reduction of the heating.
This regime is associated with dipolar heating losses due to
the rotating laser. For fm > 30 kHz we observe an increase
of the lifetime and a stabilization of the temperature. These
results justify the choice of a rotation frequency of 90 kHz,
which corresponds to the maximum frequency we can use,
taking into account the 100 kHz input modulation bandwidth
of the VCOs. The performance of the trap might probably
be improved using VCOs with a higher input modulation
bandwidth and a better frequency stability.
E. Influence of the detuning
We study the influence of the detuning on the lifetime and
temperature by changing  and P while maintaining U ∝
P/ constant. The first point on the right side of Fig. 10 is
measured for P = 200 mW and  = 60 GHz, corresponding
to a potential height U = 126 μK.
Figure 10(a) shows that for  < 20 GHz the lifetime
strongly depends on the detuning, and that for  > 20 GHz,
the lifetime becomes constant at ∼280 ms. It is important to
note that the semiconductor laser diodes used in these experi-
ments present, in addition to their main laser mode, a pedestal
which spreads over 40 nm. From the data of Fig. 10(a), we
FIG. 10. (Color online) (a) Lifetime of the dipole trap as a
function of the laser detuning at constant potential height. For this
measurement we adjust the laser power to maintain a constant poten-
tial barrier U ∝ P/ while the detuning is varied. (b) Temperature
of the cloud measured after 150 ms of holding time as a function of
the laser detuning. The shaded area represents the initial dark MOT
temperature before loading the dipole trap. Parameters: L = 1 mm,
w = 65 μm, and fm = 90 kHz.
conclude that above 20 GHz spontaneous emission due to the
main laser mode is not the limiting phenomenon leading to
atom losses. We attribute the limited lifetime above 20 GHz
to heating induced by the amplified spontaneous-emission
pedestal and dipolar heating as discussed in Sec. IV D.
In Fig. 10(b), we notice that the cloud temperature does
not depend on the laser detuning. The temperature is constant,
slightly higher than the dark MOT temperature. After loading
the cloud at the dark MOT temperature spontaneous emission
leads to atom losses without temperature increase (the potential
height is 126 μK). We conclude that the extra heating
due to spontaneous emission is immediately suppressed by
evaporation: the atoms escape from the trap when their total
energy becomes higher than the potential barrier height.
We notice in Fig. 10(a) particularly short trap lifetimes
around = 50 GHz. In order to study this more quantitatively,
we measure the number of atoms in the dipole trap after 150 ms
of holding time using the same experimental parameters as in
Fig. 10. These data points are shown in Fig. 11 where we
observe a 10 GHz broad resonance centered around 50 GHz
which manifests itself as atom losses. No resonance is seen
FIG. 11. (Color online) Number of atoms in the dipole trap after
150 ms of holding time as a function of the laser detuning at constant
potential height. This curve shows a region where we measure
abnormally low lifetimes, which indicates a resonance whose origin
is unknown. The resonance is centered around 50 GHz and is 10 GHz
broad. Parameters: L = 1 mm, w = 65 μm, and fm = 90 kHz (the
same as those of Fig. 10).
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in the incident laser spectrum and its origin remains elusive.
Possible explanations might involve acoustic modes in the
optical fiber or, more interestingly, molecular resonances.
F. Influence of the laser system spectrum
Assuming thermal equilibrium, the mean photon scattering
rate Ŵsc can be estimated from the temperature by computing
the average potential
〈U 〉 =
∫
drU (r) exp [−U (r)+mgz
kBT
]
∫
dr exp
[−U (r)+mgz
kBT
] , (12)
and using the relation h¯Ŵsc = U Ŵ/. For a blue dipole
trap 〈U 〉 and 〈Ŵsc〉 are both increasing functions of the
temperature. For the typical parameters of the experiment,
P = 200 mW,  = 40 GHz, L = 1 mm, w = 65 μm, and
T = 20 μK, evaluation of Eq. (12) gives 〈U 〉 = 2.11 μK and
〈Ŵsc〉 = 41 s−1. This underestimates the photon scattering rate
by not accounting for imperfections of the potential. More
importantly, a major drawback of semiconductor laser systems
is their amplified spontaneous-emission background which
spreads over 40 nm and contains photons resonant with the
atomic lines. These photons contribute to heating, leading to
a potential reduction of the trap lifetime. The spontaneous-
emission background is clearly seen when looking at the laser
system power spectrum shown in Fig. 12(a). It represents 0.9%
of the total laser power. In this section, we investigate two
different approaches to filtering resonant photons using an
etalon or a rubidium cell.
The first method consists in filtering the spontaneous-
emission background using an etalon of finesse F = 60
with free spectral range νFSR = 210 GHz. Its transmission
exhibits peaks separated by 210 GHz with full with at half
maximum νFSR/F = 3.5 GHz. For an optical spectrum
analyzer that does not resolve the transmission peaks, the
expected reduction of the spontaneous emission background
is 10 log10 F = 17 dB, which shows good agreement with
the measurements presented in Fig. 12(a). After filtering, the
spontaneous emission background represents only 0.04% of
the total laser power. Due to the poor mode quality of the laser
system, the coupling efficiency through the etalon is weak,
leaving only 70 mW of light available for creating the dipole
trap. In order to maintain a decent trap depth, we reduce the
laser detuning to 24 GHz. The influence of the filtering on the
trap lifetime is shown in Fig. 12(b). The measurement indicates
that the spontaneous-emission background is not the dominant
effect which limits the trap lifetime below 200 ms.
The second method involves using a 7.5-cm-long rubidium
cell to filter photons around the Doppler-broadened lines.
Heating the cell from 22 to 120 ◦C allows the filtering of
photons by increase in the rubidium pressure of several orders
of magnitude. Using heated cells as narrowband absorption
filters to reduce the amplified spontaneous-emission back-
ground of diode laser systems has proven to be an efficient
technique to minimize resonant photon scattering in dipole
traps, hence extending their lifetimes [30–32]. Figure 12(c)
illustrates the filtering efficiency by looking at the transmission
of a weakly saturating probe through the cell. Figure 12(d)
shows the number of atoms in the trap as a function of time with
FIG. 12. (Color online) (a) Power spectrum of the laser system
(blue, broader, curve) and of the laser system plus etalon (red
curve). (b) Number of atoms in the dipole trap as a function of the
holding time without (blue points) and with etalon (red squares). The
lifetimes are 58 and 66 ms, respectively. The laser power is the same
for the two measurements. Parameters: P = 70 mW,  = 24 GHz,
L = 1 mm, w = 65 μm, and fm = 90 kHz. (c) Transmission of a
weakly saturating probe through a 7.5-cm-long rubidium cell at
22 ◦C (blue, upper, curve) and 120 ◦C (red curve). (d) Number of
atoms in the dipole trap as a function of the holding time using
the rubidium cell at 22 ◦C (blue points) and 120 ◦C (red squares).
Parameters: P = 200 mW,  = 43 GHz, L = 1 mm, w = 65 μm,
and fm = 90 kHz.
and without filtering. These curves show a double-exponential
decay. We relate the first decay to losses occurring during the
transient regime and the second one to losses in the quasisteady
regime where the lifetime of the trap is evaluated. Again, below
200 ms we are not able to observe any benefit from resonant
photon filtering. However, for longer trapping times, we notice
lower atom losses, indicating that photon scattering from the
spontaneous-emission background becomes important.
In conclusion, below 200 ms, light scattering from the laser
pedestal does not limit the experiment. Since we are aiming at
fast compression times, we choose not to use any filtering
method in the setup. Nevertheless, our data indicate that
one should definitely consider implementing these techniques
to obtain long trapping times, which might be useful in
applications involving quantum-degenerate gases.
G. Conclusion and final performance
The dipole trap presented in this section allows for trapping
a large number of atoms with an excellent loading efficiency.
Table II summarizes the performance and limitations of the
setup. It helps us find the best compromise for our purposes
with the following parameters that maximize the loading,
the lifetime, and the cloud temperature: P = 200 mW,  =
40 GHz, L = 1 mm, w = 65 μm, and fm = 90 kHz. With
these parameters, the height of the potential barrier is
∼190 μK, the typical lifetime is∼450 ms, and the temperature
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TABLE II. Summary of the experiments performed on the static dipole trap in the quasisteady regime. For each measurement, we identify
a mechanism leading to losses and/or heating and find the parameters that give the best trap performances.
Experimental parameters Losses and/or heating mechanisms Solutions
Size L Interactions with potential barrier Largest possible size ∼1 mm for better lifetime and loading
Rotation frequency fm Dipolar heating fm > 30 kHz, the largest possible keeping in mind the sideband limit.
Limited by the VCO modulation bandwidth: 90 kHz.
Laser mode detuning  Spontaneous emission  > 20 GHz, ideally the largest possible while keeping a suitable
potential height
Laser system pedestal Spontaneous emission Beam filtering through etalon or rubidium hot cell
of the cloud is constant at ∼25 μK (about the dark MOT
temperature), leading to a factor η = U/(kBT ) ≃ 7.6.
V. COMPRESSION
In this section, we compress the atomic cloud by dy-
namically reducing its size L by means of the blue-detuned
crossed dipole trap. The goal is to quickly compress the
maximum number of atoms N below the strong localization
threshold, qualitatively given by the Ioffe-Regel criterion [13].
As discussed in the Introduction, this threshold corresponds to
atomic densities of n = N/L3 ≃ 1013–1014 cm−3 for rubid-
ium atoms.
A. Principles of the compression scheme
The aim of this section is to understand the relevant
parameters for compressing the cloud. Simple arguments allow
us to qualitatively address important issues, even though they
do not aim at describing the experiment in a rigorous way (in
particular concerning the role of gravity).
1. Maximum compression speed
We are interested in calculating the maximum speed at
which the potential barrier of height U can move before the
atoms are no longer able to follow the motion of the barrier and
consequently jump over it. Let us consider the most pessimistic
case where the potential barrier moves towards the atoms in
the laboratory frame at a speed vpot while the atom moves in
the opposite direction at a speed vatom. In the frame attached
to the potential barrier, the atom has a velocity v = vpot +
vatom and will not jump over the barrier if its kinetic energy is
smaller than the potential height, leading to the criterion vpot <√
2U/m− vatom. Noting that
√
2U/m≫ vatom, the condition
simplifies to
vpot <
√
2U
m
. (13)
For a 200 μK potential height, we obtain a maximum barrier
velocity of 0.2 m s−1. If the barrier moves by 500 μm, the
minimal time needed to compress the cloud is 2.5 ms. This will
not be a restrictive constraint for the experimental realization
of the compression. Moreover, knowing that the potential
barrier increases during compression [cf. Eq. (4)], Eq. (13)
overestimates the minimum compression time.
2. Heating
For an ideal gas undergoing an adiabatic reversible process
the following equation applies: T V γ−1 = const, where T is
the temperature, V the volume, and γ the adiabatic index.
For a monatomic gas γ = 5/3. When the size of the trap is
reduced to Lf , a cloud of monatomic atoms (e.g., rubidium
atoms) initially at a temperature Ti in a trap of size Li will
reach a temperature Tf given by
Tf
Ti
=
(
Li
Lf
)2
. (14)
Any nonadiabatic reversible compression would lead to higher
final temperatures than the one predicted by Eq. (14).
3. Phase-space density evolution
When the size of the trap is reduced such that a ≃ w, i.e.,
the radius is about equal to the waist, the geometry of the
trap changes from a box with Gaussian walls to a harmonic
potential U = U1 + (1/2)mω2r2 where the analytical expres-
sions for U1 and ω are given in Sec. II A. During an adiabatic
compression, the entropy of the cloud is conserved, implying
phase-space density conservation when the geometry of the
trap does not change. However, when the geometry of the trap
changes from a box to a harmonic potential, the phase-space
density ρ slightly increases. Denoting by ρi ≡ ni3Ti (where
ni is the density and Ti is the initial thermal wavelength)
the initial phase-space density for the atoms in a box, and by
ρf ≡ nf3Tf the final phase-space density for the atoms at
the center of the harmonic trap, one can easily show that the
increase in phase-space density for an adiabatic transformation
is given by2
ρf = e3/2ρi . (15)
This phase space density increase comes from the modification
of the density of states when the trap geometry is modified
[33,34].
4. Potential height evolution
The temperature increase of the cloud resulting from the
compression tends to make the atoms escape from the trap by
jumping over the potential barrier. However, when the trap size
2The following equation is obtain by equating the entropy of an
ideal gas in a box S = NkB{ln[V/N3T ]+ 52 } and its entropy in a
harmonic trap S = NkB{ln[(1/N )(kBT /h¯ω)3]+ 4}.
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FIG. 13. (Color online) In situ fluorescence images of the atoms
in the dipole trap taken from the top of the cell. (a) Cloud
before compression, trap size Li = 1 mm. (b) Cloud after a 10 ms
compression, trap size Lf = 300 μm. Parameters: P = 200 mW,
 = 40 GHz, w = 65 μm, and fm = 90 kHz.
is reduced, the potential height increases as well. Equation (4)
shows that a trap with initial size Li and potential height Ui ,
compressed to a final size Lf , has a final potential height
Uf = UiLi/Lf . The temperature of the atoms thus increases
faster than the height of the potential. Using Eq. (14), and
neglecting collisions (evaporation), atoms stay in the trap while
kBTf = Uf , which allows us to estimate the size of the trap
before the atoms escape:
Lf
Li
= kBTi
Ui
. (16)
In the experiment kBTi/Ui ∼ 1/8 so that, starting from a trap
size of 1 mm, we can compress the cloud down to ∼125 μm
before atoms jump over the potential barrier.
5. Lifetime constraint
In addition to the constraints on the minimum compression
time discussed in Sec. V A1, there are also restrictions on the
maximum compression time. We have shown in Sec. IV C that
the trap lifetime strongly depends on its size. This implies
important limitations on the maximum compression time that
should be used. For example, using the data from Fig. 8,
compressing the cloud to a final size of 400 μm should be
done in less than 30 ms (which is the lifetime of the trap for
this diameter) in order not to lose too many atoms during
compression.
B. Experimental realization
After loading the dipole trap (initial size Li = 1 mm) using
the protocol described in Sec. II D, the size of the trap is
kept constant during 20 ms in order for the nontrapped atoms
to escape from the imaging field of view. The size of the
trap is then linearly reduced and the compression time can be
varied. The data presented below are taken for different final
trap sizes Lf , while the compression time is fixed. Figure 13
shows fluorescence images of the cloud viewed from the top
of the cell, before and after compression. Absorption imaging
from the side of the trap is used to perform quantitative
measurements.
Figure 14 shows the density (a) and the temperature (b) of
the cloud as functions of the trap size after compressionLf for
two different compression times: 5 ms (blue points) and 10 ms
(red squares). The blue points correspond to 2× 107 initially
FIG. 14. (Color online) (a) Density, (b) temperature, and
(c) phase-space density of the cloud as a function of the trap size
after compression Lf . (d) Fraction of the remaining atoms after
compression. The initial trap size is Li = 1 mm. The blue points
correspond to a 5 ms compression and the red squares to a 10 ms
compression. The initial conditions are N = 2× 107 initially loaded
atoms for the blue points and N = 107 atoms for the red squares. The
dashed curves in (a) correspond to the densities one would obtain if the
trap were uniformly loaded n = N/L3. Parameters: P = 200 mW,
 = 40 GHz, w = 65 μm, and fm = 90 kHz.
loaded atoms and the red squares to 107 atoms. We manage to
increase the density by more than one order of magnitude to
reach 5× 1012 cm−3, reducing the trap size by a factor of 5.
Figure 14(b) shows strong heating during compression. The
faster the compression, the higher the heating, as expected from
the discussion on adiabatic heating in Sec. V A. In the future, if
the high final temperature is a problem, one can think of adding
an evaporative cooling stage after compression, which would
make the cloud colder and denser. We notice that for small
compression (Lf > 0.6 mm), the density and the temperature
are almost unaffected. This can be understood by looking at
absorption images of the cloud (see Fig. 7) where the atoms do
not occupy the full trap volume because of gravity. The change
of slope that we observe for Lf < 0.6 mm corresponds to the
situation where the cloud starts occupying all the trap volume.
For small trap size we observe a saturation of the cloud density
when the trap reaches the harmonic regime. This might be
due to the the increased sensitivity to instabilities for small
traps. Indeed, in the harmonic regime, the trap frequency is
very sensitive to the trap size. Inelastic (s-wave or/and light-
assisted) collisions can also play a role at high densities and
contribute to the observed fluctuations.
Figure 14(c) shows the phase-space density n3T as a
function of the final trap size. As previously discussed, the
phase-space density is conserved for an adiabatic compression
if the trap geometry does not change (the density of states is
conserved). We observe that for a 10 ms compression time,
the phase-space density is conserved but this is no longer the
case when the compression time is 5 ms.
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Figure 14 (d) shows the fraction of remaining atoms after
compression. We manage to keep more than 80% of the atoms,
which is very promising. To do so, we need to compress faster
than any loss mechanism; in particular, faster than the trap
lifetime for the final trap size we are aiming at (see Fig. 8).
1. Maximum density
The experiments performed above are designed to under-
stand how compression works. They are carried out using
a 2.5 s MOT loading time from a low-pressure background
gas, resulting in a modest number of atoms loaded into the
trap, ∼107. Techniques to increase the number of trapped
atoms include making the loading time longer, increasing
the background gas pressure using LIAD, or enlarging the
initial trap volume. The latter is something difficult to achieve
with our current setup. Therefore, a cloud with more atoms
but a larger initial size would not increase significantly the
number of trapped atoms. Improving the dark MOT density (by
further detuned trapping lasers) will be important to increase
the number of trapped atoms well beyond 108.
To test the performance of the trap we simply increase the
MOT loading time to 20 s. We also use a detuning of 20 GHz
(compared to 40 GHz usually) to increase the potential height.
In these conditions, 5× 107 atoms are loaded into the trap.
After compressing the cloud to a final size of 200 μm in 5 ms,
we measure a density of 1013 cm−3, which corresponds to
kl ≃ 2.8, (17)
compatible with the Ioffe-Regel criterion. This setup thus
proves to be an effective tool to rapidly compress a large
atomic cloud down to the strong-localization threshold, paving
the way for efficient exploration of light-matter interaction in
the dense regime. In the future, the trap performances can
be further improved by having a more precise control of the
trap-size evolution when the trap enters the harmonic regime,
since in this regime the parameters of the trap (e.g., the trap
frequency) vary very quickly with its radius.
C. Collisions and thermalization
When the cloud is compressed, the spatial density and the
temperature rise, which makes the cloud enter into a regime
where collisions are no longer negligible on the time scale of
the experiments [35]. The elastic collision rate is given by
Ŵel = nσ v¯rel, (18)
where n is the cloud density, v¯rel = 4
√
kBT/(πm) is the mean
relative atom velocity, and σ is the total elastic cross section.
If we consider pure s-wave collisions, which in our case is a
strong approximation given the temperature of the gas (where
higher-order collisions, e.g., p-wave collisions, can occur), the
total cross section is given by σ = 8πa2 for identical bosons
(σ = 4πa2 for nonidentical particles), where a is the scattering
length. Elastic s-wave collision rates computed for the data of
the experiments presented in Sec. V B are shown in Fig. 15(a).
During compression, the collision rate increases by almost two
orders of magnitude (from 10 to 103 s−1). In our compressed
trap, s-wave collisions are thus expected to become relevant,
with subsequent thermalization and evaporation.
FIG. 15. (Color online) (a) Elastic s-wave collision rate as a
function of the trap size after compression. The blue points correspond
to a 5 ms compression and 2× 107 atoms initially loaded. The
red squares correspond to a 10 ms compression and 107 atoms
initially loaded. (b) Temperature as a function of the holding time
for different initial conditions of the atoms in the dipole trap. The
different initial conditions are prepared by compressing the cloud
during 40 ms from an initial size Li = 1 mm to different final
trap sizes after compression, Lf = 0.42 mm (blue points), 0.47 mm
(red squares), 0.52 mm (green diamonds), and 0.57 mm (yellow
triangles). After compression the diameter is kept constant. The state
of the system after compression is used as the initial condition for this
measurement. The smaller is the trap size after compression, the hotter
and denser are the cloud initial conditions. The initial densities and
temperatures are 1.7× 1011,1.6× 1011,1.4× 1011,1.2× 1011 cm−3
and 101,81,65,53 μK, which correspond to elastic s-wave collision
rates of 27,23,17,14 s−1, respectively. These s-wave collision rates
are compatible with the points showing the temperature reduction.
Parameters: P = 200 mW,  = 40 GHz, w = 65 μm, and fm =
90 kHz.
Figure 15(b) shows the cloud temperature as a function
of the holding time just after compression. The cloud is
compressed during 40 ms and the trap parameters are kept
constant after compression. The state of the system after
compression is the initial condition for this experiment: the
smaller the final trap size, the denser and hotter the cloud,
leading to higher s-wave collision rates. In Fig. 15(b), we
notice that the temperature reduction is faster when the cloud is
initially hotter and denser (i.e., the trap size after compression
is smaller), which strongly hints at thermalization due to
s-wave collisions. The elastic collision rates computed from
Eq. (18) (see the caption of Fig. 15) are compatible with the
time scale of the temperature reduction observed in Fig. 15(b).
Indeed, three or four elastic collisions are needed for the gas
to thermalize [35]. We note that pumping the atoms into
the F = 1 hyperfine level (instead of F = 2 used in this
work) would allow us to avoid unwanted hyperfine-structure-
changing collisions occurring at large densities.
VI. CONCLUSION
We have studied a blue-detuned crossed dipole trap
designed to quickly compress cold atomic clouds to high
densities. Extensive characterization of the system has led
to an understanding of the properties and the dynamics of
this trapping scheme. After a very efficient loading of a large
number of atoms (up to 5× 107), the cloud is compressed in
5 ms from an initial density of 5× 1010 cm−3 to a final density
of 1013 cm−3. The cloud density in the final stage is very
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close to the Ioffe-Regel criterion, demonstrating the efficiency
and reliability of this technique for studying light-matter
interactions in the dense regime.
Extension of this work includes improving the trap perfor-
mances by optimizing the trap loading (e.g., denser dark MOT,
compensating for gravity, etc.), having a better control of the
final compression state, or using Sisyphus cooling during the
early compression stages. In addition to these modifications
concerning the experimental protocol, improvements of the
setup itself would lead to substantial performance leaps; using,
e.g., a more detuned and powerful laser to reduce spontaneous
emission losses or using VCOs with a higher input modulation
bandwidth and a better frequency stability.
Increasing the trap lifetime would allow use of this setup
for producing quantum-degenerate gases. This kind of com-
pressible dipole trap would make the loading and evaporation
proceed differently from the standard approach to optical
BECs, yielding larger BECs more quickly. It would consist in
reaching a high collision rate during a first compression stage
and then realizing runaway evaporative cooling. To do so, the
trap frequency should be maintained constant by reducing the
trap size when the trap power is reduced. This technique would
not require mobile lenses [23,36], allowing for faster and more
stable operations.
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